PREMIER PROBLEME DE REVISION

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.
5" On rappelle que :

+o0o
eSi A€ M,(R) alors e = 3 Ak—’f et que cette série est absolument convergente sur M, (R).

n=0
eSi A, B € M,(R) et AB = BA alors e!*P = eeb.
eSi A =diag(\i,..., \,), alors e® = diag(e, ..., eM).
e En particulier, pour tout A € R, on a e*» = e*[,,.

IE” Soit A € M,,(R). On dit que A est une puissance universelle si et seulement si pour tout k € N*
il existe M € M, (R) tel que M* = A.

Partie I

1. On considére deux matrices A, B € M, (R) tel qu’il existe une matrice P € GL,(C) tel
que B = P71AP et on pose P = P, +iP, et soit f l'application f : C — C;t — f(t) =
det(P1 + tPQ).

(a) Démontrer que f est une fonction polynomiale non nulle.
(b) En déduire qu'il existe un nombre réel ¢, tel que la matrice QQ = P; + toP; est inversible.
(c) Justifier que Q € GL,(R) et que B = Q1AQ.
(d) Enoncer le résultat démontré dans cette question.
2. Soit A = diag(A;,...,As) une matrice de M,,(R) diagonale par blocs tel que A, € M, (R)

S
avec ny,...,ns € N* et > ny =n.
k=1

(a) Soit M = (M, ;)1<ij<s une matrice de M, (R) par blocs tel que My € M,, (R) pour
tout k € [1,s] et My est diagonale. Démontrer que AM = MA si et seulement si
V(Z,j) c [[1,5]]2,i 7£j = Mm’ = 0.

(b) En déduire que C(A) = {M € M, (R)/AM = M A} est un K—espace vectoriel dont on
précisera les éléments et la dimension.

(c) Etudier le cas particulier s = n.

Partie 11

1. On suppose que n = 1. Quelles sont les puissance universelles de M;(R)?
2. On retourne au cas général n est un entier naturel quelconque.
(a) Montrer que si A et B sont deux matrices de M,,(R) et si A et B sont semblables alors
A est une puissance universelle si et seulement si B est une puissance universelle.

(b) Démontrer que pour toute matrice A € M,,(R) la matrice e/ est une puissance univer-
selle.

(¢) Soit A = AI,,. A quelle condition sur A la matrice A est une puissance universelle.

3. Soit A une matrice de projecteur, c’est-a-dire A2 = A. Est ce que A est une puissance
universelle.

4. Soit A une matrice de symétrie, c’est-a-dire A? = I,,. A quelle conditions A est une puissance
universelle 7



Partie 111
Pour tout nombre réel 6, on note Ay = ( 2 _09 ) et Ry = ( (;?r?((g)) _C(ilsr(l(gi) )
1. Montrer que V8 € R, e% = Ry.
2. En déduire que :
(a) V@, = R, Ry x Ry = R9+9/.
(b) Vk € N,VO € R, (R@)k = Ryye.
(¢) Montrer que pour § € R, la matrice Ry est une puissances universelle.
3. Soit A € M,(R) tel que Spg(A) = 0.

(a) Justifier que le polynome caractéristique de A est de la forme
Xa = (X —w)(X +w),
oll w est un nombre complexe non réel. On pose alors :
p=|wl et 6=arg(w).

(b) En déduire que A est diagonalisable dans My (C) et que, dans M5(C), on a :
A~ A= diagwm) = ¢
=diaglw,@)={ ( 5 |-

a

b
(d) En déduire que A et B sont semblables dans My (RR).

(e) Démontrer que B = pRy et que toute matrice A de M3(RR) sans valeur propre réelle est
toujours semblable & une matrice de la forme B = pRy avec p > 0 et 6 € R.

(c) Soit a = Re(w) et a = Im(w) et B = ( _ab ) Démontrer que B ~ A dans M (C).

(f) En déduire que A est une puissance universelle.
4. Soit A € M3(R) tel que A est trigonalisable et non diagonalisable.

(a) Montrer qu’il existe A € R* tel que A est semblable a T' = < 3 /1\ ) On pose alors

00
(b) Démontrer que VM € ¥, eM e ¥
(¢) A quelle condition sur A, la matrice A est elle une puissance universelle 7

N = ( 01 ) et ¥ = Vect(ly, N).

5. Soit A une matrice diagonalisable de My (R) de valeurs propres A et p.
A quelle condition sur X et p la matrice A est elle une puissance universelle ?

Partie IV

1. Soit A une matrice diagonale de valeurs propres Aq,..., A, deux & deux distinctes.
(a) Soit B € M, (R) tel que AB = BA. Démontrer que B est une matrice diagonale.
(b) Montrer que si A = M* avec M € M,,(R) et k € N* alors M est une matrice diagonale.
(¢) A quelle condition sur les réels A, ..., A, la matrice A est elle une puissance universelle ?
2. Soit A une matrice de M,,(R) tel que A est diagonalisable avec n valeurs propres distinctes

deux a deux Aq,...,A\,. A quelle condition sur les réels \q,...,\, la matrice A est elle une
puissance universelle ?



