Partie I

I.A.1) La fonction ¢ — t~®y/1 + ¢ est définie et continue sur ]0,1 |. De plus, au voisinage de 0
a droite, on a

1
NI+t~ =

==
ce qui prouve que l'intégrale définissant f converge a la borne 0 si , et seulement si z < 1. Donc
D =] — 0,1 [. Notons que si z < 0, 'intégrale est propre.

I.A.2) Pour chaque ¢ de ]0,1 ], la fonction x — t~*y/1 + ¢ est croissante. La fonction f est
donc croissante. ( On rappelle que pour tout nombre réel strictement positif a, la fonction
exp, (exponentielle de base a définie par Vo € R, exp,(z) = a® = e*™*(@) est derivable de dérivée
exp, (z) = In(a) exp,(x) donc exp, est strictement croissante si a > 1, strictement décroissante
si a < 1 et constante si a = 1.

I.A.3)L’encadrement
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montre que lim f(z) =0 et lir{1 f(z) = 4o00. De plus, on a
T——00 z—1—

1 t—$+1 1
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o V1I+t+1 2A 2(2 — )

1
~ T .
e 1—x

0< f(x) —/Olt”dx:/oltm(\/ljtt—l)dt:

Cette derniere quantité tend vers % quand z tend vers 1, donc f(x) .

I.B.1) Par une intégration par parties, on obtient, pour z < 0,

M9
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2
}+—x/tﬂ*a+wvymﬁ

flz) = Et—w(lﬂ) ey

— %?+§ﬂﬂx+n+f@»

donc
(1) Vo<0 (3—22)f(z)=4V2+2xf(z+1).

1

I.B.2) On a f(0) = fol V14tdt = [%(1 +t)%] = 2(2v2 — 1. En utilisant la formule (1)
0

ci-dessus, pour z = —1, on obtient : f(—1) = A (v/2+1).

1.B.3) En posant ¢ + % = %Ch 6, avec # > 0, on obtient :

((3) = [ v ()

1 1 1 {sh26 “
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1
= 3 shacha — a,
ol a = argch(3) = In(3 + 2v/2) = 2In(1 + v/2), soit, finalement,

f(—%)::i@v”—hu1+v6».
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En utilisant (1) ci-dessus pour z = —31, on obtient
1
f (§> =V2+In(1+V2).

I.B.4) Les valeurs approchées demandées sont f(0) ~ 1,219; f(—1) ~ 0,644; f (—%) R~
0,840; f (%) ~ 2,296.

I.B.5 Allure de la courbe de f :

N
f) = [ 1Vt +1dt

1 —
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I.C.1) La fonction t — i est définie et continue sur 0,1].

De plus, \t/ll_—ft ~ 01! ce qui prouve que l'intégrale définissant ¢ converge & la borne 0 si, et

seulement si, z < 2.

I.C.2) Posons u(x,t) = \t/l%:tdt pour p € N*. La fonction u est de classe C* sur | — oo, 1[x]0, 1]
et pour tout n € N*, on a $%(z,t) = (—lnt)”f/ll%, il en découle que si a €] — oo, 1] alors

V(z,t) €] — 00,a]x]0,1], |5 (z,t)| < (—Int)" L — W,(t) et U, est continue intégrable sur

VItt
10, 1]. Le théoréme concernant les intégrales propres dépendant d’un parametre montre donc
que la fonction g est C*® sur | — oo, 1[, et on a la formule de Leibnitz : Vn € N, g™ (z) =
1 n 1—x
fo (—Int) tﬁrtdt'

I.C.3)L’intégrale I est propre et vaut 1 . Supposons I,, convergente, par intégration par parties,
on obtient :

/1(—111 t)"Hdt = [t(—lnt)"“]i +(n+1) /1(—111 t)"dt

comme lime(—Ing)" ™ = 0, on en déduit la convergence de I,,41 et la relation I,,,1 = (n+1)1,.
On a donc I,, = n! pour tout n de N.

I.C.4) Prenons z €] — 1,+1[. L’application de [0, 1] dans R : ¢ — \t/l% prend ses valeurs dans
[0,1]. On a donc :

1
‘g(")(x)| < / (—Int)"dt = n!
0



Appliquons alors la formule de Taylor-Lagrange a g entre x et 0 a 'ordre n :

g(@) = > 799(0) + Ru(a)

mn+1

ot Ry () = gy

g (9z) avec ¥ €]0, 1[. D’aprés ce qui précede,

|Ro(@)] < [af"™
ce qui prouve que lim R,(x) = 0, la fonction g est donc somme de sa série de Taylor sur |
n—-+0o00
~1,11
I.D.1) Pour z < 1, une intégration par parties donne
1 1 1 tl—a:

— dt,
o 20l—=2) )y VI+t

f(@) - [fl_x m}

soit

I.D.2)L’encadrement

1
2—x’

1
0<g(z) < / trdt =
0

montre que lim g¢(z) = 0. II résulte alors de la formule (2) ci-dessus dans de la question 1.D.1,
T——00

e f(a) ~ L

I.D.3) La fonction x ﬁ et la fonction g sont développable en série entiere sur | — 1,1 [.
Le théoreme sur les produits de séries entieres montre alors que la fonction f est également
développable en série entiere au moins sur | — 1, 1[. Soit R le rayon de convergence de cette
derniere série entiere. On sait que R > 1. Supposons R > 1 et appelons f; la somme de la série.
la fonction f; est définie et continue sur | — R, R[ et coincide avec f sur | — 1, 1[. On aurait donc
+o0 = xlg{lﬁ f(z) = xlg{lﬁ fi(z) = f1(1), ce qui est absurde. On a donc finalement R = 1.

Partie 11

II.A) La fonction ¢ — t"~(1 + t)2 " est définie et continue sur [0,1]. De plus
tn—x(l + t)%—n ~ tn—x’

ce qui prouve que l'intégrale définissant f,, converge a la borne 0 si , et seulement si, x < n+ 1.
Notons que fy = f et fi = g. Une intégration par parties donne, pour z < n + 1,

ntl-z - 1 n — % 1 e 1
V2 a1
fn(x) : fn-i—l(x)

:2"(n+1—x) n+l—ux

II.B.1 A partir de la formule précédente, une récurrence évidente prouve que, pour z < 1 et
n =1,



Co (&1 by,

&)=t aoe—s T ay @
Les deux suites (b,,) et (c,) vérifiant :
1 1 .
b1:—§, bpi1 = (n—§> b, sin>1
2
00:\/5, Cn:\Q/_n_bn sin>1
On a donc immédiatement b,, = —w sin>2et

2 1.3---(2n—3
C1 :\/5, c1 = —£7 Cp = —\/§ 2(2nn ) Sln>2

On a donc :

i
L

f(x) = cxun(z) + Ry, () ot Ry (z) =

-3
k—x

(1—z)---(n—2x)

En observant que 0 <

< 2 pour tout k£ > 2, on obtient, pour ,.1

1 ! ,
"2) < ——— [ (A4 t) e
R < g [ 0}
1 ! 1
<— | Tt =
2(1—35)/0 20 —z)(n+1—2x)
lim R/ (x) =0 et

n——+00
+oo
f(z) = chuk(x) sixz <1
k=0
II.B.2 De méme, si z < zp < 1, on a |R) (z)] < m, ce qui prouve que (R, (z))
converge uniformément vers 0 sur | — oo, zo.
II.C.1) Pour n > 1 fixé, on a un majoration de |R/ (z)| de la forme | R/, (x)| < %, ou

K, est une constante. Cette majoration prouve que R/ (z) = o (xi) au voisinage de —oo. Par

ailleurs, chaque uz(2)(0 < k < n — 1) a évidemment un développement limité en * & Pordre n
au volsinage de —oo, la partie réguliere de ce développement étant de valuation £ + 1. En on
peut écrire

d dy, 1
flz) ==+ —f-—n—i—o(—n)
x x T
I1.C.2) En développant ug(z),u;(z) et us(z) a ordre 3 en 1, on trouve aisément :
5 27
d1 = —Cy — —\/§,d2 = —CO+01 = —Z\/i,dz; = —Co—f-SCl — Cy = —E 2.

On peut aussi utiliser I'identité démontrée en I.B.1: (2 — 2) f(z) = %ﬁ +2f(x+1), et utiliser
I'unicité du développement asymptotique pour obtenir les relations :

—2d; = 4V2 + 2dy, 3dy — 2dy = —2dy + 2ds, 3ds — 2d5 = 2d; — 4dsy + 2d3,

qui redonnent les valeurs de dy, ds, ds.



Partie 111

ITI.A.1) Pour k > 2, écrivons |ag| = % 2p

-3 .
“op puis

e

p=2

4 3 31
In [ay| In2 + 322 In <1 Qp) < —In2 5 322 )

k 1

1 Rldt g ktd _3p k1 2 )2

Orz2p> , & =In"= Onadoncln|al < —5In*] ou|ak|<(k+1) :
p:

Il résulte de cette majoration que la série > aj est absolument convergente. Il sera commode

de poser ag =1 et a; = % La majoration précédente vaut encore pour k =0 et k = 1.
+o0

II1.A.2) On sait que V1 +t =1+ > aptf pour t <] —1,+1[. Pour z < 1 et ¢t € |0,1], on a
k=1

+00
donc t7%y/1+t =t"+ > a3t *. Mais la majoration obtenue & la question précédente montre
k=1

que la série de fonctions >~ ayth—®

converge normalement sur [0, 1] car
vt € [0,1],Vk > 1, |axt™ | < |agl,
et la série Y |ag| est convergente. On peut donc intégrer cette série terme a terme entre 0 et 1,

donc
1 1 [/ +o© 1 +o00 a
= [ ¢todt E th=2 ) dt = E -
f(@) /0 +/0 ( @ ) 1—x+k:1k~|—1—x

k=1

IT1.B.1) Pour que h soit définie, il est nécessaire que tous les termes de la série soient définis,
c’est-a-dire x ¢ N*. C’est également suffisant car, si z ¢ N*, la série est absolument convergente
d’apres la majoration connue de |a|. La fonction h est donc définie sur £ = R\N*.

IT1.B.2) Pour chaque k € N, la fonction vy : z — =%— est indéfiniment derivable sur F.

k+1—x
Fixons ky € N et p € N*. La série ) U,(f )(2) est normalement convergente sur | — oo, ko, en
k>ko
effet :
|
(p) _ bak |
VEk > ko, Vo < ko )vk (x)‘ = '(k+ = 2y < plag|
+o0o
On en déduit que la fonction = — Y vi(z) est C* sur | — oo, ko), la fonction h est donc C*
k=ko
sur | — 00, ko] \N*. Comme ceci vaut pour tout kg € N, la fonction h est C* sur E. Notons que
le raisonnement précédent prouve que
Qg
hz) ~ ————
(z) k1 k+1—1t

pour tout k£ de N.

I11.B.3) Etudions le signe de A/ sur |1,2[. On vient de voit que la série k; (k;{—k_w est, une
série alternée dont le terme général décroit en valeur absolue. En effet, pour z € |1,2]| et k > 1,

on a .
a1 (k+1—2\? 2k—1(k+1-2a 2<1
ar \k+2—-2) | 2k+2\k+2—-=z




On en déduit que la somme de cette série est du signe de son premier terne, c’est-a-dire positif,
d’ou :
Wiz)> —— >0
(1—=z)?
Ainsi, la fonction h est strictement croissante sur |1, 2 [. La remarque de la question précédente
montre que :

lim A(x) =—oco et lim h(z) =+o0

z—14 T—2_

III.C.1) On sait que

pon 2 1 o 2ay,
M@ =T P e T G o

k=2

Ici encore, la série > Ucﬁ;fw)g est alternée et son terme général décroit en valeur absolue lorsque
k>2
z €]2,3[. La somme de cette série est done du signe de son premier terme, c’est-a-dire négatif,
d’ou
2 1

h"(z) < e + PESE <0.

IT1.C.2) La fonction A’ est donc décroissante. Un raisonnement analogue & celui de la question

/ -~ aj, . . . / _
I11.B.3 montre que A'(z) ) G Pour tout k£ de N. On a done en particulier xlig1+ h'(z) = +o0

et liné h'(z) = —oo. Il existe donc un unique réel # dans |2, 3 | en lequel A’ s’annule. La fonction
T—r

h est donc croissante sur |2, 3 | et décroissante sur [, 3.

En appliquant encore une fois le théoreme des séries alternées a % on voit que, pour
k>2

z €]2,3,

1 1
h(z)<1_x+2(2_x) <0

III1.C.3) Graphe de h :

100 Plot of h(x) from series representation

T
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