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Notations :

E désigne un espace vectoriel de dimension finie n, n > 2, sur le corps K, avec K = R ou
K = C. On note Id 'application identique de E et 0 'application nulle.

: : u’ =1d
Siu e Z(F) est un endomorphisme de F, alors { Wm € N, = um o

Si R € K[X], R(X) = ap+a1 X +- - -+a,X?, on rappelle que R(u) = agId +ayju+- - -+ayu?.
On note alors K[u] = {R(u)/R € K[X]} l'algébre des polynéomes de w.

On note x, = det(X Id —u) le polyndéme caractéristique de u et on rappelle que x,(u) = 0.
Pour une matrice M € M, (K), xp(X) = det(X1, — M) ou I, est la matrice unité de
M, (K), est le polynome caractéristique de M.

On note p, (resp. ppr) le polynome minimal de 'endomorphisme u (resp. la matrice M).
On dit que u est un endomorphisme cyclique s’il existe xg dans E tel que (:I;o, u(xg), - .-, u"_l(azo))
soit une base de L.

On appelle commutant de u 'ensemble €' (u) = {v € Z(F)/uov =wvou}.

On admettra que %’ (u) est une sous-algébre de Z(F) et que dim (% (u)) > n.

G L, (K) est 'ensemble des matrices inversibles d’ordre n sur K.

On note Sp(u) le spectre de u et si A € Sp(u), on note F)(u) le sous-espace propre associé
a A

Partie I : Résultats préliminaires

1. Soit & = (ey,...,e,) une base de E. On pose e = Y eg. Soit u € Z(E) un endomor-
k=1
phisme de E tel que :

(x) Vx € E, la famille (z,u(z)) est liée.

Justifier I'existence d'un scalaire a € K tel que u(e) = ae. Prouver alors que pour tout
k € [1,n], on a u(ex) = aey et en déduire que u est une homothétie vectorielle.

2. Soient A et B deux matrices de M,,(R) semblables dans M,,(C), c’est-a-dire, il existe
une matrice QQ € GL,(C) tel que A = QBQ ™. On pose alors : Q = Q; + Qs avec
et @2 dans M, (R).
Montrer que {A € R/Q; + A\Q2 € GL,(R)} est non vide.
En déduire que A et B sont semblables dans M,,(R).

Partie II : Matrice compagnon

Soit v un endomorphisme de F.



1.

Montrer que u est cyclique si et seulement si, il existe une base % de E dans laquelle
u a pour matrice

0 0 ap

1 :
C=10 :

: 0

0 0 1 a,

avec (ag, @y, ..., a,-1) € K"

n—1

. Soit Q(X) = X" — 3 ap X*. Démontrer que le polynéme caractéristique o de C

k=0
réalise Yo = (). En déduire que la matrice C' de la question ci-dessus, ne dépends pas

de la base 4. On dira que C' est la matrice compagnon de u. On dira aussi que C' est
la matrice compagnon du polynome Q).

. Soit A une valeur propre de C'; déterminer la dimension du sous-espace propre associée.

Déterminer une base de ce sous-espace propre.

Partie III : Caractérisation des endomorphismes cycliques

Soit u € Z(F).On se propose dans cette partie de démontrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) La famille (Id, u, ..., u"" ') est libre dans .Z(F).

i) x

1v

. Soit u € Z(E) un endomorphisme tel que la famille (Id, u, u?, ..., u

(
(iii) w est cychque
(i

Klu] = ¢'(u)

)
1. Démontrer que (i) < (ii).
2.
3
4

Démontrer que (iii) = (i).

. Montrer que (iv) = (i).

. On suppose u cyclique et on choisit xy dans E tel que (xo, u(zo), - . . ,u”_l(xo)) soit,

une base de F.

(a) Soit g € €(u). Justifier l'existence de (ap,...,a,—1) € K" tel que g(zg) =
n—1
S aguf (), montrer alors que g € Ku.
k=0

(b) En déduire qu’on a (iv).

"=1) est libre et on

se propose de montrer que u est un endomorphisme cyclique. On suppose dans cette
S
question que K = C et on pose : x, = [](X — Ax)™ out les \; sont les valeurs propres
k=1
deux & deux distinctes de u et my leur multiplicités respectives. Pour tout k € [1, s],

on pose Ky = ker(u — A\, Id)™*



(a) Démontrer qu'il existe une base # de E tel que la matrice de u relativement a %
est diagonale par blocs Cy, € M,,,, (K), tel que :

A 0 0

) " |

N (0) 1 :

matg(u) = (O) N et Co=1| 0 :
. C .0

° 0 0 1 M\

(b) En utilisant la matrice compagnon de x, montrer que u est cyclique.

6. Démontrer que si K = R, I’étude faite dans la question 5) ci-dessus est valable.(On

pourra utiliser le résultat de la question 2) du préliminaire).

7. Conclure par une synthése a propos des équivalences de (i),(ii),(iii) et (iv).

Partie IV : Endomorphisme scindé

Soit u € Z(F) un endomorphisme tel que le polynéme caractéristique y,, de u est scindé.
Précisément, on suppose que :

S

Xu = H(X - )‘k)mk

k=1

avec s € N* les A\, € K,m; € N* sont les valeurs propres deux a deux distinctes de w.
On rappelle que, pour tout £ € N*, I'entier my est la multiplicité de A\; dans le polynome
caractéristique y, et s le nombre des valeurs propres distinctes de u. Pour tout k& € [1, s],
on note Fj = ker(u — A\g )™ et dj, = dim(E}).

1.

S
Justifier que £ = @ E} et que les E}, sont stables par u. On note alors u; I’endomor-
k=1
phisme de F}. induit par u et Id; 'application identique de Ej.

Prouver que di < my. ( On pourra remarquer que (ux — A, Idg)™ = 0.)

S S
. Comparer les sommes > di et > my et en déduire que my = dj pour tout k € [1, s].

k=1 k=1
Soit A € Sp(u) et m la multiplicité de A dans x,.

(a) Justifier les inclusions :
(% % *) ker(u — A1Id) C ker(u — AId)? C --- C ker(u — AId)™

(b) Démontrer que si dim(ker(u— AId)) = 1 alors les inclusions de (x**) sont strictes
et qu’alors : dim(ker(u — A1d)?) = j pour tout j € [1,m]

(c¢) En déduire que si tous les sous-espaces propres de u sont des droites vectorielles
alors le polynéme minimal de u est égal a son polyndéme caractéristique, c’est-a-dire

Xu = M-

5. Enoncer sous forme de théoréme le résultat démontré dans cette partie.
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Partie V : Endomorphisme scindé simple

Soit u € Z(F) tel que x, est scindé a racines simples et soient Ay, ..., A, les valeurs propres
deux a deux distinctes de u et eq, ..., e, des vecteurs propres associés.

1. Justifier que & = (e, ..., e,) est une base de FE.
2. Soit e = 3" e;. Démontrer que Vect{u*(e)/k € [0,n — 1]} = E.

k=1
3. Démontrer que u est un endomorphisme cyclique.

4. Décrire € (u) en précisant dim(% (u)).
Partie VI : Endomorphismes cycliques en dimension 2 et 3

. Soit A € My(K).

(a) Démontrer que soit A est une matrice scalaire, c’est-a-dire, il existe A € K tel

0 -6\ .
1 . >0uT—tr(A) et

—_

que A = A, soit A est semblable & la matrice F' = (

d = det(A).
11

(b) Exemple : Soit A = ( 11

PFP‘loﬁF:<O 0)

). Trouver une matrice P € GLo(R) tel que A =

1 2

(¢) Enoncer le résultat démontré dans la question 1)a) de cette partie, pour les endo-

morphismes de L(FE) ot F est un K — espace vectoriel de dimension 2.
2. Soit A € M3(K) et u 'endomorphisme canoniquement associé a A.

(a) Démontrer que si x4 = (X — a)(X — B)(X — ) avec o, 5,7 € K deux a deux
distincts alors u est un endomorphisme cyclique.

(b) Démontrer que si x4 = (X — a)?(X — ), avec «, 3 € K non forcément distincts,
alors u est un endomorphisme cyclique si et seulement si rg (A — als) = 2.

(¢c) On suppose dans cette question que K = R et que x4 = (X — a)(X?% — cX —b),
avec a, b,c € R tel que ¢® + 4b < 0.

i. Justifier que R? = ker(u — aId) @ ker(u* — cu — b1d)

ii. Soit Vi, Vs € R3 tel que

Vi#0 et Va#0 et Vi€ker(u—ald) et Vi€ ker(u® — cu — bld).

Justifier 'existence de tels vecteurs et démontrer que si V= Vj 4+ V5, alors
(V,u(V),u*(V)) est une base de R3. Que peut on dire de u?

3. Dans cette question £ = R?. On note & = (e1, e, e3) la base canonique de E et soit
u € L(F) tel que
-2 2 0
matg(u) =A=[ -1 2 -1
2 =2 0



(a) calculer le polynome caractéristique y,, de u et en déduire que u est diagonalisable.
Determiner les valeurs propres A1, Ao, A3 de u de sorte que : A\ < Ay < 3.

(b) Diagonaliser u dans une base de vecteurs propres Vi, Vo, V3 associés respectivement,
a A1, A2, Ag tel que pour tout k € {1,2,3}, la troisitme coordonnée de Vj par
rapport & & vaut 1.

(¢) Montrer que u est un endomorphisme cyclique de E. Donner la matrice compagnon
associée & u et un vecteur e € E tel que (e, u(e), u*(e)) est une base de £,

(d) Determiner tous les sous-espaces vectoriels de E stables par u.

(e) Soit F' = Vect(Vi, V3). Justifier que F est stable par w. Démontrer que I'endomor-
phisme induit ug est cyclique. Determiner la matrice compagnon associée a up et
un vecteur w € F tel que (w,u(w)) est une base de F.

4. Dans cette question E = R?. On note & = (ey, e, €3) la base canonique de E et soit
u € L(F) tel que

1 10

matg(u) = B = 1 01

-1 00

(a) calculer le polynome caractéristique x, de u. L’endomorphisme u est il diagonali-
sable ? En déduire le polynéme minimal p, de u.

(b) Determiner les valeurs propres Ai, A2 de u de sorte que : A\; < Ag, ainsi que les
vecteurs propres associés V7 et V5 de sorte que la premiére coordonnée de chacun
d’eux dans la base & est égale a 1.

(c) Montrer que u est un endomorphisme cyclique de £. Donner la matrice compagnon
associée a u et un vecteur e € F tel que (e, u(e), u?(e)) est une base de E.

(d) Determiner tous les sous-espaces vectoriels de E stables par u.

(e) Soit F' = Vect(Vy, V). Justifier que F' est stable par u. Démontrer que 'endomor-
phisme induit ug est cyclique. Determiner la matrice compagnon associée a up et
un vecteur w € F tel que (w,u(w)) est une base de F.

Partie VII : Endomorphismes nilpotents cycliques

Un endomorphisme u € £ (E) est nilpotent s'il existe k& € N* tel que u* = 0. Si c’est le cas,
le plus petit entier non nul p tel que v = 0 s’appelle I'indice de nilpotence de u. Désormais,
dans cette partie, u désigne un endomorphisme de E.

1. On suppose dans cette question u"~' # 0 et u” = 0. Montrer que u est cyclique et
déterminer sa matrice compagnon. Quelle est la dimension du noyau de u ?

2. On suppose maintenant u nilpotent d’indice de nilpotence p. Pour tout k& € [0, p], on
pose : Nj, = keru¥ et n; = dim NV},.
On suppose également que ny = 1.

(a) Montrer que Vk € [0,p — 1], Ny C Niy1 et u(Nyy1) C Ng.



(b) En considérant 'application ¢ : Ny — Ni;x — u(z), montrer que :
Vk € [[O,p — 1]],7”Lk+1 <1+ ng.

(c) Montrer par récurrence que : ny = ng+; = Vj > k, N; = Nj.
En déduire que p = n et déterminer ny pour k € [0, n].

3. Enoncer sous forme de théoréme la résultat démontré dans cette partie.

Partie VIII : Cycles

Dans cette partie K = C. Soit p € N*. On dit que u est un « p-cycle » si, et seulement si, il
existe 2y € E tel que la famille (z, u(z), ..., u’(x)) soit une famille génératrice de E
et uP(zg) = xo.

1. Dans cette partie, u désigne un p-cycle et soit alors xy € E tel que (wo, u(xo), ..., up_l(xo))
soit une famille génératrice de E et uP(zg) = xo.
(a) Montrer que u? = 1.
(b) Soit & = {k € N*/ (z0, u(zo), ..., u"(zg)) est une famille libre}.
Montrer que & admet un maximum noté m.
(¢) Montrer que : Vk > m, u¥(z¢) € Vect (2o, u(zo), ..., u" (zg)).
En déduire que u est cyclique.

Déterminer le nombre de valeurs propres distinctes de wu.

2. Dans cette question, u désigne un n-cycle. Déterminer C', matrice compagnon de u.

Sk
—2k
i w
On pose w = e = et, pour k € Z, Uy, = . . Pour k € [1,n], calculer CUj.
w;m

3. Soit M € M,,(C) définie par M = (mp)1<k<n, avec my; = wht,

1<l<n
Calculer MM ; en déduire que M € GL,(C) et calculer ML,
/ ap Ap—-1 -+ .. ai
aq ap el e a9

4. Soit (CL(), ai, . .. ,anfl) ceC'et A=
ap Qanp-1

\ ap—1 Ap—2 ... QA1 ap

Montrer que A est diagonalisable. Déterminer les valeurs propres et une base de vecteurs
propres de A.




