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Notations :

E désigne un espace vectoriel de dimension finie n, n ≥ 2, sur le corps K, avec K = R ou
K = C. On note Id l’application identique de E et 0 l’application nulle.

Si u ∈ L (E) est un endomorphisme de E, alors
{

u0 = Id
∀m ∈ N, um+1 = um ◦ u ,

Si R ∈ K[X], R(X) = a0+a1X+· · ·+apX
p, on rappelle que R(u) = a0 Id+a1u+· · ·+apu

p.
On note alors K[u] = {R(u)/R ∈ K[X]} l’algèbre des polynômes de u.
On note χu = det(X Id−u) le polynôme caractéristique de u et on rappelle que χu(u) = 0.
Pour une matrice M ∈ Mn(K), χM(X) = det(XIn − M) où In est la matrice unité de
Mn(K), est le polynôme caractéristique de M .
On note µu (resp. µM) le polynôme minimal de l’endomorphisme u (resp. la matrice M).
On dit que u est un endomorphisme cyclique s’il existe x0 dans E tel que

(
x0, u(x0), . . . , u

n−1(x0)
)

soit une base de E.
On appelle commutant de u l’ensemble C (u) = {v ∈ L (E)/u ◦ v = v ◦ u}.
On admettra que C (u) est une sous-algèbre de L (E) et que dim(C (u)) ≥ n.
GLn(K) est l’ensemble des matrices inversibles d’ordre n sur K.
On note Sp(u) le spectre de u et si λ ∈ Sp(u), on note Eλ(u) le sous-espace propre associé
à λ.

Partie I : Résultats préliminaires

1. Soit E = (e1, . . . , en) une base de E. On pose e =
n∑

k=1

ek. Soit u ∈ L (E) un endomor-

phisme de E tel que :

(⋆) ∀x ∈ E, la famille (x, u(x)) est liée.

Justifier l’existence d’un scalaire α ∈ K tel que u(e) = αe. Prouver alors que pour tout
k ∈ [[1, n]], on a u(ek) = αek et en déduire que u est une homothétie vectorielle.

2. Soient A et B deux matrices de Mn(R) semblables dans Mn(C), c’est-à-dire, il existe
une matrice Q ∈ GLn(C) tel que A = QBQ−1. On pose alors : Q = Q1 + iQ2 avec Q1

et Q2 dans Mn(R).
Montrer que {λ ∈ R/Q1 + λQ2 ∈ GLn(R)} est non vide.
En déduire que A et B sont semblables dans Mn(R).

Partie II : Matrice compagnon

Soit u un endomorphisme de E.
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1. Montrer que u est cyclique si et seulement si, il existe une base B de E dans laquelle
u a pour matrice

C =


0 · · · · · · 0 a0

1 . . . ... ...
0 . . . . . . ... ...
... . . . . . . 0

...
0 · · · 0 1 an−1


avec (a0, a1, . . . , an−1) ∈ Kn.

2. Soit Q(X) = Xn −
n−1∑
k=0

akX
k. Démontrer que le polynôme caractéristique χC de C

réalise χC = Q. En déduire que la matrice C de la question ci-dessus, ne dépends pas
de la base B. On dira que C est la matrice compagnon de u. On dira aussi que C est
la matrice compagnon du polynôme Q.

3. Soit λ une valeur propre de C ; déterminer la dimension du sous-espace propre associée.
Déterminer une base de ce sous-espace propre.

Partie III : Caractérisation des endomorphismes cycliques

Soit u ∈ L (E).On se propose dans cette partie de démontrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) La famille (Id, u, . . . , un−1) est libre dans L (E).
(ii) χu = µu.
(iii) u est cyclique.
(iv) K[u] = C (u)

1. Démontrer que (i) ⇔ (ii).

2. Démontrer que (iii) ⇒ (i).

3. Montrer que (iv) ⇒ (i).

4. On suppose u cyclique et on choisit x0 dans E tel que
(
x0, u(x0), . . . , u

n−1(x0)
)

soit
une base de E.

(a) Soit g ∈ C (u). Justifier l’existence de (α0, . . . , αn−1) ∈ Kn tel que g(x0) =
n−1∑
k=0

αku
k(x0), montrer alors que g ∈ K[u].

(b) En déduire qu’on a (iv).

5. Soit u ∈ L (E) un endomorphisme tel que la famille (Id, u, u2, . . . , un−1) est libre et on
se propose de montrer que u est un endomorphisme cyclique. On suppose dans cette

question que K = C et on pose : χu =
s∏

k=1

(X −λk)
mk où les λk sont les valeurs propres

deux à deux distinctes de u et mk leur multiplicités respectives. Pour tout k ∈ [[1, s]],
on pose Ek = ker(u− λk Id)

mk .
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(a) Démontrer qu’il existe une base B de E tel que la matrice de u relativement à B
est diagonale par blocs Ck ∈ Mmk

(K), tel que :

matB(u) =


C1

. . . (0)

(0) . . .
Cs

 et Ck =


λk 0 . . . . . . 0

1 . . . . . . ...
0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 1 λk


(b) En utilisant la matrice compagnon de χu montrer que u est cyclique.

6. Démontrer que si K = R, l’étude faite dans la question 5) ci-dessus est valable.(On
pourra utiliser le résultat de la question 2) du préliminaire).

7. Conclure par une synthèse à propos des équivalences de (i),(ii),(iii) et (iv).

Partie IV : Endomorphisme scindé

Soit u ∈ L (E) un endomorphisme tel que le polynôme caractéristique χu de u est scindé.
Précisément, on suppose que :

χu =
s∏

k=1

(X − λk)
mk

avec s ∈ N∗, les λk ∈ K,mk ∈ N∗ sont les valeurs propres deux à deux distinctes de u.
On rappelle que, pour tout k ∈ N∗, l’entier mk est la multiplicité de λk dans le polynôme
caractéristique χu et s le nombre des valeurs propres distinctes de u. Pour tout k ∈ [[1, s]],
on note Ek = ker(u− λkI)

mk et dk = dim(Ek).

1. Justifier que E =
s
⊕
k=1

Ek et que les Ek sont stables par u. On note alors uk l’endomor-

phisme de Ek induit par u et Idk l’application identique de Ek.
2. Prouver que dk ≤ mk. ( On pourra remarquer que (uk − λk Idk)

mk = 0.)

3. Comparer les sommes
s∑

k=1

dk et
s∑

k=1

mk et en déduire que mk = dk pour tout k ∈ [[1, s]].

4. Soit λ ∈ Sp(u) et m la multiplicité de λ dans χu.
(a) Justifier les inclusions :

(⋆ ⋆ ⋆) ker(u− λ Id) ⊂ ker(u− λ Id)2 ⊂ · · · ⊂ ker(u− λ Id)m

(b) Démontrer que si dim(ker(u−λ Id)) = 1 alors les inclusions de (⋆⋆⋆) sont strictes
et qu’alors : dim(ker(u− λ Id)j) = j pour tout j ∈ [[1,m]]

(c) En déduire que si tous les sous-espaces propres de u sont des droites vectorielles
alors le polynôme minimal de u est égal à son polynôme caractéristique, c’est-à-dire
χu = µu.

5. Énoncer sous forme de théorème le résultat démontré dans cette partie.
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Partie V : Endomorphisme scindé simple

Soit u ∈ L (E) tel que χu est scindé à racines simples et soient λ1, . . . , λn les valeurs propres
deux à deux distinctes de u et e1, . . . , en des vecteurs propres associés.

1. Justifier que E = (e1, . . . , en) est une base de E.

2. Soit e =
n∑

k=1

ek. Démontrer que Vect{uk(e)/k ∈ [[0, n− 1]]} = E.

3. Démontrer que u est un endomorphisme cyclique.
4. Décrire C (u) en précisant dim(C (u)).

Partie VI : Endomorphismes cycliques en dimension 2 et 3

1. Soit A ∈ M2(K).
(a) Démontrer que soit A est une matrice scalaire, c’est-à-dire, il existe λ ∈ K tel

que A = λI2, soit A est semblable à la matrice F =

(
0 −δ

1 τ

)
où τ = tr(A) et

δ = det(A).

(b) Exemple : Soit A =

(
1 1
1 1

)
. Trouver une matrice P ∈ GL2(R) tel que A =

PFP−1 où F =

(
0 0
1 2

)
(c) Énoncer le résultat démontré dans la question 1)a) de cette partie, pour les endo-

morphismes de L(E) où E est un K− espace vectoriel de dimension 2.
2. Soit A ∈ M3(K) et u l’endomorphisme canoniquement associé à A.

(a) Démontrer que si χA = (X − α)(X − β)(X − γ) avec α, β, γ ∈ K deux à deux
distincts alors u est un endomorphisme cyclique.

(b) Démontrer que si χA = (X − α)2(X − β), avec α, β ∈ K non forcément distincts,
alors u est un endomorphisme cyclique si et seulement si rg (A− αI3) = 2.

(c) On suppose dans cette question que K = R et que χA = (X − α)(X2 − cX − b),
avec α, b, c ∈ R tel que c2 + 4b < 0.
i. Justifier que R3 = ker(u− α Id)⊕ ker(u2 − cu− b Id)

ii. Soit V1, V2 ∈ R3 tel que

V1 ̸= 0 et V2 ̸= 0 et V1 ∈ ker(u− α Id) et V2 ∈ ker(u2 − cu− b Id).

Justifier l’existence de tels vecteurs et démontrer que si V = V1 + V2, alors
(V, u(V ), u2(V )) est une base de R3. Que peut on dire de u ?

3. Dans cette question E = R3. On note E = (e1, e2, e3) la base canonique de E et soit
u ∈ L(E) tel que

matE (u) = A =

 −2 2 0
−1 2 −1
2 −2 0

 .
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(a) calculer le polynôme caractéristique χu de u et en déduire que u est diagonalisable.
Determiner les valeurs propres λ1, λ2, λ3 de u de sorte que : λ1 < λ2 < λ3.

(b) Diagonaliser u dans une base de vecteurs propres V1, V2, V3 associés respectivement
à λ1, λ2, λ3 tel que pour tout k ∈ {1, 2, 3}, la troisième coordonnée de Vk par
rapport à E vaut 1.

(c) Montrer que u est un endomorphisme cyclique de E. Donner la matrice compagnon
associée à u et un vecteur e ∈ E tel que (e, u(e), u2(e)) est une base de E.

(d) Determiner tous les sous-espaces vectoriels de E stables par u.
(e) Soit F = Vect(V1, V2). Justifier que F est stable par u. Démontrer que l’endomor-

phisme induit uF est cyclique. Determiner la matrice compagnon associée à uF et
un vecteur ω ∈ F tel que (ω, u(ω)) est une base de F .

4. Dans cette question E = R3. On note E = (e1, e2, e3) la base canonique de E et soit
u ∈ L(E) tel que

matE (u) = B =

 1 1 0
1 0 1
−1 0 0

 .

(a) calculer le polynôme caractéristique χu de u. L’endomorphisme u est il diagonali-
sable ? En déduire le polynôme minimal µu de u.

(b) Determiner les valeurs propres λ1, λ2 de u de sorte que : λ1 < λ2, ainsi que les
vecteurs propres associés V1 et V2 de sorte que la première coordonnée de chacun
d’eux dans la base E est égale à 1.

(c) Montrer que u est un endomorphisme cyclique de E. Donner la matrice compagnon
associée à u et un vecteur e ∈ E tel que (e, u(e), u2(e)) est une base de E.

(d) Determiner tous les sous-espaces vectoriels de E stables par u.
(e) Soit F = Vect(V1, V2). Justifier que F est stable par u. Démontrer que l’endomor-

phisme induit uF est cyclique. Determiner la matrice compagnon associée à uF et
un vecteur ω ∈ F tel que (ω, u(ω)) est une base de F .

Partie VII : Endomorphismes nilpotents cycliques

Un endomorphisme u ∈ L (E) est nilpotent s’il existe k ∈ N∗ tel que uk = 0. Si c’est le cas,
le plus petit entier non nul p tel que up = 0 s’appelle l’indice de nilpotence de u. Désormais,
dans cette partie, u désigne un endomorphisme de E.

1. On suppose dans cette question un−1 ̸= 0 et un = 0. Montrer que u est cyclique et
déterminer sa matrice compagnon. Quelle est la dimension du noyau de u ?

2. On suppose maintenant u nilpotent d’indice de nilpotence p. Pour tout k ∈ [[0, p]], on
pose : Nk = keruk et nk = dimNk.
On suppose également que n1 = 1.

(a) Montrer que ∀k ∈ [[0, p− 1]], Nk ⊂ Nk+1 et u(Nk+1) ⊂ Nk.
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(b) En considérant l’application φ : Nk+1 → Nk; x 7→ u(x), montrer que :

∀k ∈ [[0, p− 1]], nk+1 ≤ 1 + nk.

(c) Montrer par récurrence que : nk = nk+1 ⇒ ∀j ≥ k,Nj = Nk.
En déduire que p = n et déterminer nk pour k ∈ [[0, n]].

3. Enoncer sous forme de théorème la résultat démontré dans cette partie.

Partie VIII : Cycles

Dans cette partie K = C. Soit p ∈ N∗. On dit que u est un « p-cycle » si, et seulement si, il
existe x0 ∈ E tel que la famille

(
x0, u(x0), . . . , u

p−1(x0)
)

soit une famille génératrice de E
et up(x0) = x0.

1. Dans cette partie, u désigne un p-cycle et soit alors x0 ∈ E tel que
(
x0, u(x0), . . . , u

p−1(x0)
)

soit une famille génératrice de E et up(x0) = x0.

(a) Montrer que up = I.
(b) Soit E = {k ∈ N∗/

(
x0, u(x0), . . . , u

k−1(x0)
)
est une famille libre}.

Montrer que E admet un maximum noté m.
(c) Montrer que : ∀k ≥ m,uk(x0) ∈ Vect

(
x0, u(x0), . . . , u

m−1(x0)
)
.

En déduire que u est cyclique.
Déterminer le nombre de valeurs propres distinctes de u.

2. Dans cette question, u désigne un n-cycle. Déterminer C, matrice compagnon de u.

On pose ω = e
2iπ
n et, pour k ∈ Z, Uk =


ωk

ω2k

...
ωnk

. Pour k ∈ [[1, n]], calculer CUk.

3. Soit M ∈ Mn(C) définie par M = (mk,l)1≤k≤n
1≤l≤n

, avec mk,l = ωkl.

Calculer MM ; en déduire que M ∈ GLn(C) et calculer M−1.

4. Soit (a0, a1, . . . , an−1) ∈ Cn et A =


a0 an−1 . . . . . . a1
a1 a0 . . . . . . a2
... . . .

...
... . . . a0 an−1

an−1 an−2 . . . a1 a0

.

Montrer que A est diagonalisable. Déterminer les valeurs propres et une base de vecteurs
propres de A.
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