Exercice

1 -1 1 1 00
A= -1 1 1 ],71=(0 10
-1 -1 3 0 01

. i=,1,1) et F={(x,y,2) ERx+y—2=0}.

(a) Soit X = (z,9,2) e R¥alos X e Feor+y—2=0&z2=0+y & X =
(r,y,z+y) < X =2(1,0,1) +y(0,1,1). Si on pose fo = (1,0,1) et f3 =(0,1,1), alors
fa, f3 € F(somme des coordonnées vaut 1), la famille (fo, f3) est une famille génératrice
de F', donc F' = Vect(fa, f3), de plus la famille (f3, f3) est libre donc ¢’est méme une
base de F', ¢’est conforme a la forme demandée aveca=b=c=d = 1.

(b) Pour montrer que la famille % = (f1, fo, f3) est une base de R3, il suffit de prouver que
det(F) # 0(le determinant de .# relativement a la base canonique, on a :

110
det(#)=|1 0 1 |, par opération élémentaire C; < C; — Cs, on a
1 11
010 10
det(F)=|1 0 1|=-— ‘ 11 ’ = —1, donc det(.-F) # 0 et la famille .F est bien une
011
base de R3.
1 -1 1 1 00 1 -3 3
2. (a) OnaA=| -1 1 1 |, I=(010|,A2= -3 1 3 | ,donc
-1 -1 3 0 0 1 -3 -3 7
1 -3 3 3 -3 3 -2 0 0
A*=34= -3 1 3 |- -3 3 3 |=|0 -2 0 |=-2L
-3 =37 -3 -3 9 0 0 =2
On a bien A2 —3A 421 =0
(b) D’aprés la question précédente on a A x [1(3] — A)] = [2(3] — A)] x A =1, donc A
-2 1 -1
est inversible et A™! = £(31 — A). Aprés calcul, on trouve A™' =2 1 2 —1
1 1 0
1 1 1
3. (a)OnaA| 1 |=|1]=af 1 |,aveca=1.
1 1 1
1 2 1 0 0 0
Al 0O | =10]=2101]etAl 1 |=|2]=2|1],doncp=2
1 2 1 1 2 1

(b) Les calculs précédents montrent que « et 3 sont des valeurs propres de A et comme
elles sont associés a trois vecteurs propres indépendants ce sont les seules, donc 1 et 2
sont les valeurs propres de A.

1 10
4. (a) Soit P = | 1 0 1 | la matrice de passage de la base canonique de R?® a la base
1 11

F = (f1, f2, f3). Les formules de l'effet d'un changement de base sur la matrice d’un

1



1 00
endomorphismes permettent de dire que A = PDP *pour D= | 0 2 0 |.quisont
00 2

a determiner, telles que A = PDP1L.

(b) Pourn =0,ona A’ =T et PD°P~! = PIP~' =], donc A° = PD°P~!. Soit n € N tel
que A" = PD"P~! alors A"*! = A A" = PDP~ IPD”P_ = PDD"P~! = pprtip-1
ce qui termine la démonstration par récurrence demandée.

Probléme

Partie 1 : Préliminaires

1. Dans tout ce qui suit si M € M, (R) on notera [M];; le coefficient de M a la ligne i et
la colonne j pour tout couple (4, 7) € [1,n]* Pour toutes matrices A, B € M, (R) et tout
scalaire A € R, on a

n

Tr(A+AB) = ) [A+ ABlu
[Alkx + A[Blix

kk+AZ Jex = Tr(A) + ATr(B),

?r o =
3l 3l
— —

donc Tr est une application linéaire de M,,(R) vers R.
2. M = (my;)i<ij<n €t N = (n;)1<i j<n deux matrices de M, (R).
(a) On a

d’apreés la définition de la trace et le prodult de deux matrices carrées.
(b) D’aprés la question précédente,

- Z Z M kN = Z Z Mooy = Tr(NM)

=1 k=1 k=1 ¢=1

(c) Si M et N sont semblables dans M,,(R), il existe P € GL,(R) tel que N = P"'MP,
donc Tr(N) = Tr(P(P~'M) = Tr(M). Tl en découle que Tr(M) = Tr(N).
3. On considére 'ensemble F' = {M € M,,(R); M et diagonale et Tr(A) = 0}.
(a) Ona F#0car O € F.Si A,B € F et A € R alors A et B son diagonales et Tr(A) =
Tr(B) = 0, donc il existe des réels ay, ..., ay, et By,..., 5, tel que A = diag(ay, ..., ay,)

et B = diag(f,...,0,), donc A+ AB = diag(ag + ASBi, ..., a, + AB,). Par ailleurs on
aTr(A+ AB) = Tr(A) + ATr(B) =0, donc A+ A\B € F.



(b) Soit M € M,(R). Si M € F alors 3(z1,...,x,) € R" tel que M = > x,Ey et

k=1

n n—1
> =0, donc z,, = — > x). Alors
k=1
n—1 n—1 n—1
M = ZSEkEkk - (Z%) E,,= Zxk<Ekk - Enn)
k=1 k=1 k=1

Il en découle que F' C Vect(Err — Enn)iepin-11 = F'. Inversement F' C F car pour
tout k € [1,n — 1], on a Tr(Eyy — E,,) = 0. De plus la famille (Ey, — Eypp)kepin-1]
est libre, donc c’est une base de F' et dim(F) =n — 1.

(c) G=

PFP™' = {M € M,(R); M = PDP~" et D € F}. On voit queG = ®(F) avec & :

M, (R) = M,(R),X — PXP~. On a ® est un isomorphisme donc dim(G) = dim(F')
4. A€ M,(R), ¢pa: Mp(R) = M,(R), X — X+ (Tr(X))A.
(a) Si X,Y € M,(R) et A € R alors :

Pa(X+AY) = X +AY +Tr(X +AY)A
= X+ +[Tr(X)+ATr(Y)]A
= X+ 4+ Tr(X)A+ 2Tr(Y)A
= X+ (Te(X)A+ A\Y + Te(Y)A)
= ¢0a(X) + Aga(Y)

Donc ¢4 est une application linéaire.

Soit B une matrice de M, (R). On considére ’équation matricielle :

(*x) ¢a(X)=B

(b) On suppose dans cette question que Tr(A) # —1.

i.

ii.

iii.

Puisque M est une solution de I’équation matricielle (%), on a ¢4(M) = B, donc
M +Tr(M)A = B. 1l en découle que Tr(M + Tr(M)A) = Tr(B), donc par linéarité
de Tr, on a Tr(M)(1 + Tr(A)) = Tr(B) et comme par hypothése Tr(A) # —1, on a
Tr(A) + 10, donc Tr(M) = B

Tr(A)+1°
Si M est une solution de (x alors M = B—Tr(M)A = B— T;P(ifllA. Réciproquement
c’est bien une solution, donc 'unique solution de (x) est M = B — %A.
La question précédente montre que ¢4 est bijective de bijection réciproque
Tr(X)
vX e M,(R), TX)=X - — A,

donc ¢4 est un automorphisme et on a méme ’expression de l’automorphisme
inverse de ¢4.

e Petite curiosité (¢p4)~! = ¢ .
it

(¢) On suppose maintenant que Tr(A) = —1.

1.

Si M est une solution de (x) alors Tr(M)(1 + Tr(A)) = Tr(B), donc une condition
nécessaire pour avoir au moins une solution est Tr(B) = 0, ce qui génére la discus-
sion suivante :



e Si Tr(B) # 0 aucune solution pour (*).

e Si Tr(B) = 0 alors si M est une solution de (%) alors M = B—\A avec A = Tr(M).
Réciproquement si A € R et M = B—AA alors Tr(M) = Tr(B)—ATr(A) = A, donc
M + Tr(M)A = B et M est bien une solution de (*). Il en découle que ’ensemble
des solutions de (%) est B+ RA qui est la droite affine passant par B et dirigée par
A. Notons que 'on a bien A # 0 car Tr(A) = —1.

ii. Pour tout X € M,,(R) on a p4(X) =X + Tr(X)A, donc
Tr(da(X)) = Tr(X)(1 +tr(A)) =0,

car Tr(A) = —1, donc (¢4)*(X) = ¢da(X) + Tr(pa(X))A = ¢a(X) et par suite
(pa)? = ¢4 et ¢4 est un projecteur de M, (R).

e Soit M € M,,(R), alors M € ker(¢4) & M + Tr(M)A = O, donc si M € ker(¢pa)
alors M € RA, réciproquement si M = AA avec A € R alors ¢gs(M) = NA +
Atr(A)A = A1+ Tr(A))A =0 car Tr(A) = —1, donc ker(¢a) = RA.

[ ]

e Soit M € M,(R), alors M € Im(¢p4) & ¢ M) =M < Tr(M)A =0 & Tr(M) =
0, donc Im(¢,4) = ker(Tr).

eIl en découle que ¢4 est la projection sur ker(Tr) parallélement a RA.

Partie 2 : La valeur absolue de la trace comme étant une fonction géné-
ratrice

1. Soit ¢ une semi-norme sur F.
(a) On ag(O) = ¢(0.0) = |0|¢(O) = 0. Si M € M,(K) alors ¢(—M) = q((—1).M) =
| = a(M) = q(M).
(b) Soit M,N € M,(R), alors ¢(M) = ¢q(M + N — N) < q¢(M + N) + gq(—N), donc
q(M)—q(N) < q(M+ N), et par symétrie des roles on a aussi ¢(N)—q(M) < g(N+ M)
et comme donc |¢(M) — q(N)| < g(M + N).
(c) si q(IN) = 0 alors pour toute matrice M € M,,(K), on a

|g(M + N) —q(M)| = |g(M + N) —q(-M)| < q(M + N — M) =q(N) =0,

donc ¢(M + N) = q(M).

2. Soit A,B € & alors f(A+ B) = |Tr(A+ B)| = | Tr(A) + Te(B)| < |Tr(A)] + | Tx(B)| =
f(A) + f(B), si A € Kalors f(AA) = |Tr(AA)| = |ATr(A)| = |A|]| Tr(A)| = |A[f(A). Il en

découle que f est une semi-norme sur €.

3. On donne (ay, ..., a,) une famille d’éléments de K et on donne A et B deux matrices de £

telles que,
A= Z El»j -+ Z Ei,i et B= Z ahEh,l
j=1 =2 h=1



(a) On a
AB = (i Eq;+ i Ez’,z’) X (i ahEhJ)
j=1 i=2 h=1
= Z Ey Z apFp1 + Z E;; Z anEn
j=1 h=1 i=2 h=1
= Z Z ahEl,th,l + Z Z OéhEi,iEh,l

j=1 h=1 i=2 h=1
n n n n

= E E andjnkg + E E andinkEiq
j=1 h=1 i=2 h=1

= (Z Oéj) El,l + Z CkiEiJ.

j=1 =2
(b) On a de méme :
BA = (i thEhJ) X (i Eq;+ z": E“)

h—1 j=1 =2

= Z apEp 1 Z Ey;+ Z anbp Z Ei;

h—1 j=1 h=1 =2
= Z Z CKhEh,lEl,j + Z Z OéhEh,lEi,i

J=1 h=1 i—2 h—1
n n n n

= E E apdi 1 B + E g anl i B
=1 h=1 i—2 h—1
n n

DI T ol Z Enj
j=1 h=1 h=1

n n

Explication : Dans l'avant derniére ligne on a le terme Y > ayd1,E,,; qui est nul car
i=2 h=1

comme ¢ > 2, on ad,; = 0, pour tout i € [2,n].

4. Soit ¢ une semi-norme sur £ qui vérifie la propriété (2?).
On donne M = (m; j)1<; j<n un élément de £.

a) Soient 7,5 € [1,n] telquei # 5. Onaq(E; ; , et comme q vérifie la propriété
7]
(Z),onaq(E;jE;;)=q(E;E; ;) = q(5j7,~E ) =0 car 5” =0, d'ou ¢(E; ;) =0.
(b) On a
M = Z mijFij Zm”E”Jr Z mijEij
1<i,5<n 1<4,5<n
i#]
M/
N




Par le méme principe que la question précédente on a g(N) = ¢ >, mijEi ;| =0
1<ij<n
i7gj
et d’apreés la question IT)1)c), on a (M’ + N) = q(M’), ce qui justifie

q(M) =q(M')=q (i leElZ> :

(c) Pour tout k& € [1,n] prenons oy = myy. D’aprés la question II)3)b), on a BA =

> mnn Y Epj. D’apres la question IT)4)c) ci-dessus, on a alors ¢(BA) = ¢ (z m”E“> :
h=1 j=1 i=1
(d) D’apres la question II)4)c), on a ¢(M) = q(>_ mi;E;,;, donc d’aprés II)4)d) on a
i=1
q(M) =q(BA), or ¢(BA) = q(AB), donc q(M) = q(AB). D’aprés la question IT)3)a),
on a alors ¢(M) = ¢ [(Z m”) Eii+> oziEM] , O ¢ (Z ozZ-Ei,l) = 0, donc
i=1 i=2 i=2

=3 () = a0 TH ()] = a(By) F (M),

q(M) =q [(Z mzz) Eq,

Si on pose o = q(E11), on a ¢ = af

5. Dans le cas n = 1, si ¢ est une semi-norme sur K alors pour tout = € K, on a ¢(x) = |z|q(1).
Si on pose a = ¢(1), on a bien ¢ = af, en effet ici f c’est la valeur absolue(ou le module)
sur K car pour tout x € K, en confondant la matrice (x) et le scalaire x, on a Tr(z) = =.

e Remarquons qu’avec plus de détails, on a ¢(1) > 0, donc on a deux cas :

e Soit ¢(1) = 0, donc ce cas ¢ =0 et on a bien ¢ = 0f,

e Soit ¢(1) # 0, dans ce cas ¢ est une norme sur K.

e Conclusion : Le résultat est aussi valable si n = 1. On peut donc affirmer que :

Pour tout n € N les seules semi-normes q de M,,(K) qui vérifie VM, N € M, (K),q(MN) =
q(NM) sont celle de la forme VM € M, (K),q(M) = a| Tr(M)| ot o est un nombre réel
positif ou nul.

Partie 3 : Caractérisation d’une matrice de S, (R) par la notion de trace

O(n) désigne 'ensemble des matrices orthogonales de M, (R) c’est-a-dire des matrices M de
M, (R) vérifiant "M M = I,.

1. On considére une matrice S de S;F(R).
(a) 1. Soit U = (u4;)1<ij<n une matrice de O(n). Si pour tout j € [1,n], on note U,
la colonne j de U, on sait que ||U;]]? = 1 = i |u; ;]?, donc pour tout couple
(4,7) € [1,n]? on a |u; ;| < 1. .
ii. Pour tout couple (i,7) € [1,n]? on a:

n

[DU]I'J' = Z[D]z,k[U]k,j = Z /\Z-(Si’kuk,j = /\iui,j'
k=1 k=1



111.

On a Tr(DU) = Xn:[DU]” = 'n

i=1 =1

/\iui’i. Or U 5 S |UM| S 1et )\Z Z O, donc

Tr(DU) < i i = Tr(D).

i=1

(b) On donne U une matrice de O(n).

i.

il.

iii.

Comme S est une matrice réelle symétrique, elle est orthogonalement diagonalisable,

donc il existe une matrice P € O(n) et une matrice diagonale D = diag(ay, ..., ay)

tel que S = PDP'. Notons que les oy, sont les valeurs propres de S, en particulier

les ay, sont positifs ou nuls.

Posons V = PTUP, alors U = PV P, or on a vu ci-dessus que S = PDP", donc
_ T T _ T

SU =PD PIP VP'=P(DV)P".

Il découle de la question précédente que les matrice SU et DV sont semblables, donc

Tr(SU) = Tr(DV). D’aprés la question on a Tr(DV) < Tr(D), or Tr(D) = Tr(S5),

donc Tr(SU) < Tr(5)

2. Réciproquement, soit A = (a;;)1<; j<n une matrice de M, (R) telle que,

(a)

i.

ii.

YU € O(n), Tr(AU) < Tr(A)

Sia=>b=0alors 0 = acosa+ bsina = va? + b?sin(a + ¢) pour n’importe quelle
valeur de ¢.
e Si (a,b) # (0,0) le nombre complexe z = a— bi est non nul, soit alors # 'argument

de z, donc z = |z[e? = Va2 + b2e?. On a ze'™ = Va2 + b2e'+*) | or
ze' = (cos(0) + isin(f))(a — bi) = (acos(a) + bsin(a) + i(asin(a) — beos(a).

Par comparaison des parties réelles on a a cos(a) 4 bsin(a) = va? + b2 cos(a + 6).
Or cos(a + 0) = cos(—a —0) = sin(§ — (—a —0)) = sin(a + 0 + 7) = sin(a + ¢)
avec o =0 + 3

e On a donc prouvé que, pour tous réels a, b, o, il existe un réel ¢ tel que

acosa + bsina = Va2 + b?sin(a + ¢)

Supposons que pour tout réel a, acosa+bsina < a alors b = 0. Notons que le réel
¢ trouvé ci-dessus a pour expression ¢ = arg(a — bi) + 7, donc ¢ ne dépend que
de a et b, il ne dépend pas de «. Ainsi la condition acosa + bsina < a s’exprime
Va € R, va?+ b?sin(a + ¢) < a, et comme ¢ ne dépend pas de «, elle devient
Vr € R,va?+ b?sin(z) < a. Si b # 0 on obtient Vo € R,sin(z) < \/ﬁ, ce qui

veut dire que le réel M = \/ﬁ est un majorant de la fontion sin, par suite M > 1,

donc a > va? + b2 donc a® > a? +b? donc b = 0, en contradiction avec b # 0, donc
b=0.

(b) Soit B = (ey, ey, ...,e,) une base orthonormée de ’espace euclidien R™ pour son produit

scalaire usuel. On note, pour tous entiers p et ¢ tels que 1 < p < ¢ < n, m,, le
plan engendré par la famille (e,, e,). On considére u,, I’endomorphisme de R™ tel que
la restriction de wu,, sur m,, est la rotation de l'angle « et la restriction de w,, sur
I'orthogonal de 7, , est I'identité.



1.

11.

1il.

D’aprés la définition on a

R, 0 ... 0

0 1 R, 0y,—
Uip = ] :<O [17 2)7

S n—-21 In—2

o ... 0 1

cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(«)

trice orthogonale de M,,(R) car les colonnes de Uj » forment une base orthonormée
de M,,1(R), en effet si on note Cy al colonne k de Uy 5 on a Cy = Ej sik € [3,n] ou
E) est la colonne k de I,,. Il en découle que (Cy)s<k<y, est une famille orthonormeée.
Pour C) et Cy on a (C},Cy) = —cosasina+cosasina =0 et ||C])*> = [|Co||* = 1,
finalement pour tout k& € [3,n], on a (Cy, Cy) = cos(«).0 + sin(a).0 = 0 de méme
(Cy, Cy) = —sin(a).0 + cos(ar).0 =0

ou R, est la matrice de rotation plane R, = < ) U, 2 est une ma-

(Z%a)—r 01,n—2

uis que
On72,1 In72 ) P d

e Une deuxiéme méthode est de remarquer que UIT, , = <
(R,)" = (Ra)™!, par suite Uy 5(Uy )" = I,

On peut écrire la matrice A sous forme de blocs : A = ( ﬁl ﬁQ ), avec
3 Ay

a a
A= ( Lt L2 ) JAL = (ai,j)3§i,j§naA2 = (ai,j>1§i§27A3 = (ai,j)sgign.

G21 022 3<j<n 1<5<2
Il en découle que
Ay a Oppn_2 AR, Ay
AU 5 = , =
12 ( A3 ) 8 < n 2,1 In—Z ) ( 0n—2,1Ra A4 > ’
donc Tr(AULQ) = Tl"(AlR ) <A4) On a

ay 1 cos(a) + aj o sin(a)  —aqsin(a) + ag 2 cos(a)
AlRa = ’ B . ) ,
as1 cos(a) + azgsin(a) —agq sin(a) + ag s cos()

donc

Tr(A1Ry) = a1 cos(a) + ayggsin(a) — agq sin(a) + ag 2 cos(a)

= (a1 + azz2)cos(a) + (a2 — azy)sin(a).

Il en découle que
Tr(AU, 2) = (a11 + ag2) cos(a) + (a9 — azq) sin(a) + Z Qi

On a Tr(AU; ») < Tr(A) veut dire
(a11 + agz) cos(a) + (a12 — azq)sin(a) < a1 + aszp

Cette inégalité est vraie pour tout nombre réel o, donc d’apreés la question I11T)2)a)ii
on a ay2 — CLQVIO, donc G192 = Q21-



iv. Dans le cas général, la matrice U, , de u,, relativement a la base B s’écrit :

V.

vi.

1 0 0
0
1
cos(a) 0 ... 0 —sin(a)
0 1 0
Upg =
0 o1 0
sinf) 0 ... 0 cos(a)
1
0 0 1

Pour le produit AU, , les coefficients diagonaux sont pour tout i € [1,n] :

Qi s1 i ¢{p.q}
appcos(a) + agpsin(a)  si i=p
—agpsin(a) +agqco8(e)  si i=gq

[AUp 41 =

Il en découle que

Tr(AU,,) = appcos(a) + agpsin(a — agpsin(a) + ag 4 cos(a) + Z Qi
i=1

7;751)
i#q
(App + Qq,q) cOS(@) + (ap g — agp) sin(a).

Comme la matrice U, , est orthogonale, car comme dans le cas particulier (p,q) =
(1,2) les colonnes Cj, de U, 4 réalisent Cj, = Ej sik # pet k # g, donc (Ch)kepi,n]\(p.q}
est une famille orthonormeée, ensuite ontraite les colonnes C, et C;, comme on avait
fait dans le cas particulier. On trouve aisément que (C,,, C,) = 0 et [|C,]|* = ||C,|]* =
1 et que pour tout ¢ € [1,n]\{p, ¢}, on a (C;,Cp) = (C;,Cy) =0

Il en découle que l'on a Tr(AU,, < Tr(A), veut dire

(App + Ggyq) cOS(a) + (apq — aqp) sin(a) < ayy + ag,

Cette inégalité est vraie pour tout nombre réel o, donc d’aprés la question IIT)2)a)ii
on a a,q — aqp0, donc a, ¢ = aqp.

Ainsi on a démontré que pour tout couple (p,q) € [1,n]? tel que p # ¢, on a
apq = Qqp, ce qui veut dire que la matrice A est symétrique.

. Dans cette question on entend par g ’endomorphisme canoniquement associé a A

que g est 'endomorphisme de R” tel que la matrice de g relativement a B est égale
a A. Puisque A est une matrice réelle symétrique, et B une base orthonormée de R™
et A représente g dans B, I’endomorphisme g est un endomorphisme symétrique de
I’espace euclidien R™. D’aprés le théoréme spectral, g est diagonalisable dans une



base orthonormée, ce qui veut dire exactement qu’il existe une base orthonormée
V = (vy,...,v,) de R" formée de vecteurs propres de g.
Pour tout ¢ tel que 1 <4 < n, on note 7; la valeur propre de g associée a v;, donc
Vie[l,n], g(v)=~wvi.

ii. Soit j un entier tel que 1 < j < n. On considére I’endomorphisme w; de R™ défini
par w;(v;) = —v; et pour tout entier k tel que 1 < k < n et k # j, wj(vg) = vg.
Soit W; la matrice de w; relativement a la base B.

Pour tout ¢ € [1,n], on a w;(v;) = €;v; avec g; = 1, donc w; transforme la base
orthonormée (v;) en la base orthonormée (e;v;), donc sa matrice W; relativement a
la base orthonormée B est une matrice orthogonale de M,,(R).

e On sait que A = mBat(g) et si on note A = diag(y,...,7,) alors A = mvat(g) :

Notons P la matrice de passage de la base B & la base V alors A = PAPT.
e Par définition de w;, on a la matrice de w; relativement a V est

L NS 1S k#j
VVj—mﬁt(w])—dlag(gl,...,én), avec Vk:e[[l,n]],ak—{_ § k=g

Alors W; = PWJ{PT. Il en découle que AW, = PAPTPVV]{PT = PAVVJ(PT donc
AWj est semblable & AW = diag(exyx)1<k<n, donc

Z€Wl~:——%+2%——2%+2% A) —2v;

ksﬁa

La matrice W; est orthogonale, donc Tr(AW;) < Tr(A), donc Tr(A)—Tr(AW;) > 0,
or Tr(A) — Tr(AW;) = 2v;, donc ; > 0.
(d) On a démontré que A est symétrique et toutes les valeurs propres 7, de A sont positives

ou nulles. Soit X € R” tel que X = Z TV, alors AX = Z T Av, = Z VTR UE, done
k=1 k=1 k=1

XTAX = (AX, X) = Z Y3 et par suite VX € R", XTAX >0, donc A € S (R).
k=1
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