1 Partiel

1. On adet(A) = ad—bc € Z. Si A est inversible dans M,(Z), d’inverse A™*, on a alors det(A™!) €

Z. Comme det(A)det(A™") = 1 on a alors det(A)|1, donc det(A) € {1,—1}. On sait alors que
1 — _

At = det(4) ( _db ac ) = ( _db ac ) Réciproquement, si det(A) € {—1,1} alors A est

inversible dans My (K) et la formule donnant A~' montre que A", compte tenu de det(A) = +1,

est a coefficients dans Z.
a c

Conclusion : A = ( b od ) € My(Z) est inversible dans My(Z) si et seulement si det(A) = +1,
d —c

b a

2. E={A e My(Z)/3p e N*JA? = I}

a. Soit A € E, il existe p € N* tel que A? = I, , donc AAP™! = AP"'A = I, comme AP~ € M,y(7Z),
la matrice A est inversible dans My(Z) et A~ = AP~!

b. Soit z € C tel que A— z15 est non inversible. D’apreés la question 3) du préliminaire, il existe une
matrice X € My (C) tel que X # 0 et AX = 2zX. Il est aisé de voir que : Yk € N*, A*X = 2F X
(simple récurrence), donc APX = 2P X. Comme AP = [, il vient : X = 27X, donc (2 —1)X =0
donc 2 —1 =0 (car X # 0). Ainsi 2 =1, donc z € U,. En particulier, |z| = 1.

c. Soit M € E. Le polynome s est donné par : xyy = X? — tr(A) + det(A). Si 2z est une racine
complexe de xyy, alors det(M — zIy) = 0, donc d’aprés le b) ci-dessus, |z| = 1. Deux cas sont
possibles :

e Les racines de xjs sont réelles, donc elles valent 1 ot —1, ce qui donne

auquel cas, on a A7l =

xu E{X -1 (X +1)* X% -1}

e Une racine 2 au moins de y n'est pas réelle. Il en découle que la seconde est Z car xu € R[X],
donc, en posant z = ¢, § € R\{kn/k € Z}, on a :

xur = (X —2)(X —2) = X* — (2cos0) X + 1

Comme yjs est & coéfficients dans Z( a savoir : 1, —tr(A),det(A)), on a forcément 2cosf €
ZN[-2,2] ={-2,-1,0,1,2}, et comme § # 0 [r], il reste 2cosf € {—1,0,1}, ce qui donne :

xw E{XPHFX+1,X°4+1,X* - X +1}

Conclusion :
VMeE, xye{X-13X+1)2 X2, X2+ X+1,X>-X+1,X>+1}

Donc {xn/M € E} est fini de cardinal au plus égal a 6.

d. Cette question est a réctifier comme suit :

Montrer qu’ il existe des complexes Aj, A2 de module 1 et (X, X5) base de My;(C) tel que

Vi € {1,2}, AX) = M X et que A et Ay sont conjugués si A n’est pas semblable & ( (1) _01 )

Comme A € E deux cas sont possibles : B B

e Soit x4 admet une racine non réelle A\. L’autre racine est A. Posons Ay = X\ et Ay = .

Soit k € {1,2}. On a det(A — \¢I2) = 0, donc la matrices A — A\iI est non inversible, par suite

il existe Xj, € My1(K) tel que Xj # 0 et AXy, = A\ Xj. La famille (X3, X5) est libre car si
— ) aXi Xy =0

aq,an € C tel que a X7 + as Xy = 0 alors on a en composant par A : { M X+ sy Xe = 0
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Y M X s Xy = 0 et par suite (A — A;)ay X7 = 0 et alors ay = 0 puisque \; # Ay

(on a supposé A non réel ) et X; # 0. On a ainsi a; = ap = 0, donc la famille (X7, X3) est une
base de My 1(C) car famille libre & deux vecteurs en dimension 2.

e Soit x4 n’a que des racines réelles, alors soit ces deux recines sont distinctes , elles valeuts
forcément 1 et —1. Comme les matrices A+ I» et A — I sont non inversibles on dispose de X7, X,
vecteurs non nuls de My 1 (C) tel que AX; = X; et AXy = —X,. L famille (X, X») est libre (méme
démarche que ci-dessus). et on termine.

Soit ces deux racines réelles sont égales : triatons le cas ya = (X — 1)%. Comme A — I, n’est
pas inversibles il existe Y1 € My;1(C) tel que Yo # 0 et AY; = Y;. Complétons en une base
% = (Y1,Y2) de My (C), alors si u est "endomorphisme canoniquement associé a A on a A" =

{ )\QOéle + )\QOéQXQ =0
donc :

maty u = oit a, B € C. Comme A et A’ sont semblables on a x4 = xa, donc (X —1)% =

1 «
0 B

(X —1)(X — /) et par suite § = 1. Donc A = ( I«

0 1
que A = I,. On a A'Y; = Y] et AY; = aY; + Y,. Une récurrence simple permet de voir que :
Vk € N*, A*Y, = kaY; + Ys; en particulier pour k = p, on obtient Vs = apY; + Y, donc apY; = 0
et @« = 0. Ainsi A" = I, et comme A est semblable & A’, on a aussi A = I, donc si (X7, X») est
une base quelconque de My ;(C) elle convient.

Si xa = (X +1)? remarquons que x_4(x) = det(xly + A) = det(—xl, — A) = xa(—2). Donc
X-a(X) = (=X +1)® = (X — 1)%. L’é¢tude prcécdente donne I'existence de (X, X5) base tel que
(—A)X; = X et (—A)Xy = Xy, donc A(X;) = —X; et AXy = —-X)

e. Soit M € E et notons A3, = {k € N*/AF = I,}. Comme M € E on a A3, # 0. A3 est une
partie non vide de N*, donc admet un plus petit élément v,,. On reconnait ’ordre de la matrice
M dans le groupe des inversibles de My(Z). Il en découle que :

) . On va prouver que a = 0, ce qui signifie

VkeZ, MF=1I1,suvylk

f. Soit M € E. D’aprés la question 2)d) ci-dessus, M est sembalable & une matrice M = ( )(\)1 )(\) )
2

avec A\; = 1 et Ay = —1 ou Ay et Ay complexes conjugués de module 1. Dans le premier cas, on a
M?=1,et M # I3, donc vy = 2. Dans le second cas on vu les cas suivants :
- Cas ou M = I,, alors vy, = 1.
- Cas ou M = —1s, alors vy, = 2.
A
N ~ o ~
Casou M ~ M < 0\
xu=X?2—X+1,donc A = —j = e '5 et par suite vy = 6
A
-Casou M ~ M = (

) avec A = e et 2cosf = 1 auquel cas, on avait trouvé que

0 X) avec A = € et 2cosf = 1 auquel cas, on avait trouvé que

: ;2m . A0
XM:X2+X—|—1,donc)\:j:e’23 et par suite )y = 3; - Casou M ~ M' = ( 0 X) avec
A =1, donc vy =4.

Notons que dans chacun des cas il existe un polynéme de la forme X2 — uX — v qui annule M.
On déduit de cette étude que les valeurs possibles des vy, quand M décrit E, sont 1,2, 3,4 et 6.

En nous inspirant de la question 4) du préliminaire on obtient un exemple illustant tous les cas

0

discutés en prenant M = ( 1

Y ) Ainsi |, le tableau suivnant résume la liste des exemples

Proposeés :



Uy XM M Variante simple
e | [0 -1
1 (X —1) ( 1 9 I
, | [0 -1 B
2 (X +1) ( 1 —9 P
) 0 —1
3 X +X+1 ( 1 1
) 0 —1
e (7
) 0 —1
6 | X°—X+1 ( 11
3. Soit A € My(Z) tel que A* — A+ I, =0
a. C'est déja donné ci-dessus , A = ( (1) _11 ) (en vertu de la question 4) du préliminaire.)

b. Ona A € E car A = I, et on a déja vu que vy = 6.

c. Pour tout p € N, on pose A? = o, A + B, 15.

On a APH = ap1 A+ Bpiils = apA2 + A =a,(A— L)+ B,A = (ap, + Bp)A — a1
Comme la famille (A, I5) est libre, il en découle :

¥p e N {‘W“:af+@

Bpt1 = —ay
Il en résulte que la suite () satisfait la relation de récurrence :
Upy2 — Qp1 + 0 =0
On reconnait une suite récurrente linéaire dont 1’équation cractéristique est
P —t+1=0

laquelle admet la racine complexe non réelle —j = e~ 5, donc

Q, = @ Cos <%> + [sin (E)

3
Onaay=0a0, =1,6 = 1,8 =0, donc 1 V3 , soit : 2v/3  On obtient,
PR P="3

compte tenu de 5,11 = —a, :

2V3 . /pm
Oép = —3 Sin (?>

(Vp € N) . _2\3/5Sin <(p—31)7r)

Notons que la formule donnant f3, est valable méme pour p = 0.

4. n entier naturel non nul et A € M,,(Z) tel que A> — A+ 1, = 0.

a. Supposons que n est impair, le polyndme caractéristique x4 de A est de degré n, donc il
est de degré impair, la fonction ¢t +— xa(t) est continue sur R et réalise tgmoo f(t) = —oc0 et

tliin f(t) = +oo. Par le théoréme des valeurs intermediaries il existe to € R tel que f(ty) = 0, par
— 400

suite ty est une valeur propre de A et comme A2~ A+1,=0o0onaX?— X +1estun polynoéme



annulateur de A, donc t5 — to + 1 = 0, chose impossible car 'équation t* — ¢ + 1 = 0 n’a auncune
solution réelle. Il en découle que n est pair.

b. On sait que U = < (1) _1 ) vérifie U2 — U + I, = 0, donc si on pose n = 2m, la matrice & m
blocs
Ay (0)
A =diag(Ay, -+, Ap) =
(0) A,

avec Yk € [1,m], Ay = U vérifie A, € M, (Z) et A> — A+ I, = 0.

2 Partie 11

1. ®4(P) = P(A), pour tout P € R[.X].

a. Montrons que ® 4 est un morphisme d’algébres :
P

q
eSoit A € Ret P,Q € R[X]. Posons P = Zaka et Q = Zkak. Soit N = max(p,q);

alors : P+ \Q = Z(ak + bk)Xk avec la convention a, = 0si k > pet b, =0si k> ¢q. On a
k=0

N N N
alors ®4(P + \Q) = Z ay, + )\bk)Ak = ZakAk + )\ZbkAk et compte tenu de la convention,
k=0

k=0 k=0
p

u(P+AQ) =D apAr + 1) b AF = DA(P) + AP 4(Q).
k=0

k=0

q
eSoit jeNet Q = Zkak € R[X], alors :

k=1

q
DL(XIQ) = @(ZkaM)
k=1
q
— ZbkAj+k
k=1
q .
= ) bhAlAF
k=1
A q
= A bAF
k=1

— ATD,(Q)



p
SiP= Zanj € R[X] alors :

k=1

p

04(PQ) = Ca() a;X7Q)
= ) a;P4(X7Q)
= Zajqu)A(Q)

= (D 4A)24(Q)
= Pa(P)P4(Q).

e Finalement, ®4(1) = Idg

Ceci prouve que ® 4 est un morphismes d’algebres.

2.

a. Siag = a; =0, alors P(A) = 0. Réciproquement, si P(A) = 0 alors agly + a; A = 0. Supposons

que a; # 0, alors A = ¢l,,, avec ¢ = ~ % Comme A% — A +1,=0,ona(c*—c+1)A=0,et
a1

comme A # 0, il vient ¢ — ¢+ 1 = 0, ce qui est impossible car ¢ € R et le trinéme X? — X + 1
n’au aucune racine réelle. Ainsi a; = 0 et par suite agl,, = 0, donc ay = 0.

Conclusion P(A) =0 < ap = a; = 0.

b. Soit P € R[X]. La division euclidienne de P par X* — X + 1 s’écrit :

P=QX*-X+1)+R

avec R € Ry[X], il en découle que P(A) = R(A). Si Ry et Ry sont deux solutions du probléme
alors Ry — Ry € Ry[X] et (Ry — R1)(A) = 0. Compte tenu du a), en posant Ry — Ry = ag + oy X
ci-dessus, on a Ry — Ry = 0, donc R; = Ry. D’ou l'existence et 'unicité de R tel que P(A) = R(A)
et R € Ry[X].

Noyau de @, : Soit P € R[X] et R le reste de la division euclidienne de P par X? — X 4+ 1. On a
P € ker®, ssi R(A) =0ssi R =0ssi (X*—X+1)|P. 1l en découle que ker &, = (X*— X +1)R[X].
3.0Onalm®, = {al,+bA/(a,b) € R*}. On sait déja que Im ® 4 est une sous-algébre commutative
de M,,(R), donc un sous-anneau, en particulier. Soit M = al, + bA € Im®, tel que M # 0
(donc (a,b) # (0,0). Montrons que M est inversible. Si b = 0 alors M = al, et alors a #

1
0,Ona M = -I, € In®y et MM = M'M = I,, donc M est inversible. Si b # 0, alors
a

1 1
A = _E(M_a]") = cM + dI,, avec ¢ = ~3 et d = %. De A? — A+ I, = 0, on déduit :
2
2
M+ 2edM + d*I, = 0 donc M(*M + 2¢dl,) = —d*I,. Si a # 0 alors M = —%M - d—jfn

est dans Im® 4 et MM' = M'M = I,,. Si a = 0 alors comme M = bA et M # 0, on a b # 0. De
1
A?—A+1, =0, on déduit bA(A—1,,) = —bl,. En posant M’ = E(In—A) ,ona MM' = M'M = I,.

Conclusion : (Im ® 4, +, X) est un corps commutatif.

3 Partie III

1. A € My(Z) tel que A> — A+ I, =0.



a. Puisque les sous suites (A%) et (A%T!) convergent vers I, et A repsectivement et que A # I,
la suite (AP) est divergente.
ap  Cp

b. Pour tout p € N, posons B? = (
bp dp

) et M, = max(|a,|, |b,|, |c,l, |dy|). On va démontrer

par récurrence que :
Vpe N* M, < (2M;)°

Pour p = 1, c’est vrai car M; < 2M;. Soit p € N* tel que M, < (2M;)P. On a a,1 = apa; + ¢,b,

donc |ay41]-

|ap| < (2M;)"

|cp| < (2M1)°

a1 < My

et,ona,pardéﬁnitiondeMlz{ b| < M,
1 < My

Par hypothése de récurrence, on a {

donc :
|aps1| < lapllas] + [epl[br] < My(2M1)" + My(2M1)" = 2My (2My)7 = (2My )"

Par le méme principe, on démontre les inégalités simillaires pour les autres coefficients de B!,
Ainsi si on pose

a/_apb/_bp/_cpd/ %
p p| P p| ’p p| 7P p|
2M P
et M, = max(|ay], |b,|,[c,|, |d)]), on a M) < ( 1) . Comme la série Z ) est convergente,
B
son terme général tends vers 0; donc : lim — = 0.
p——+00 p'

2.a,beR et B=aA+ bl.

a. On sait que A est semblable & la matrice diag(—j, —j). Donc aA + bl, et semblable & D =
diag(p, @) ot pp = —aj +b

b. Ecrivons B = P diag(u, i)P~" avec P € GLy(R). On a C, = Pdiag(p’,7")P~". Ainsi la suite
(C},) et convergente si et seulement si la suite complexe (1) est convergente. On sait que cela
équivaut a p =1 ou |u| < 1.

1 3 =
Onapu=—aj+b= <§a+b>—i%,doncu:1<:>{ Z_? et

3¢ (1 2
|u|<1®|ul2<1©%+<§a+b) <1

Donc, la suite (C,) est convergente si et seulement si

a=20

b=1

3a> (1 2
\,u]<1<:>|u|2<1<:>%+(§a+b) <1 ou {

L’ensemble des couples (a, b) favorables est représenté par le domaine ouvert intérieur d’une ellipse
union un point de la frontiére de cette ellipse.

2V/3 km
1 p 1 ap = T Sin ?
—AF = kZ: k—(akA + Brls) avec :(Vk € N) 2\/—

-2 (5e)

a
Puisque les séries numériques Z k_]: et Z % sont convergentes (en effet les suites (ay) et (5k)

sont bornées et on sait que la série — est convergente de somme e.), on a la suite (D,,) est

k!
. B o — _ - B
convergente de limite D = aA + 1, avec a = k T et § = kz o
=0 =0



