Corrigé du probléme
Partie 1.
1. a) Soit t ¢ 27Z. On a alors :

1 <
Sn(t)+i0n(t)=§+2e“”

=
Il
—

_ l + eit 1-— ei"t _ l + ei(n+1)t/2 Sln(nt/Q)
2 L—et 2 sin(t/2)

Sit € 2nZ, S,(t)+iCy(t)=n+ 3.
b) Ainsi, si t ¢ 277 :

S(t) = % +cos(n + 1)t/2%
_ sin(n 4+ 1/2)t — sin(t/2) + sin(t/2) B sin(n +1/2)t
! 2sin(t/2) T 2sin(t/2)

Site2nZ, S,(t)=n+1i.

sin(n 4+ 1/2)t
2sin(t/2)

(n+1/2) (avec un développement limité immédiat). La fonction ¢ — S, (¢) est donc continue sur

[0, 7], et :
ST PP S0 Y (NP
/0 2sin(t/2) dt = | Sn(t)dt = 3 +I; i cos(kt)dt =

¢) La fonction ¢ +— est continue sur |0, 7] et se prolonge par continuité en 0 par

1
— — est de classe C*° sur ]0, 7). Au voisinage de 0 :

2. a) et b). La fonction f :t+— Sem2) 1

La fonction f se prolonge donc par continuité en 0 avec f(0) = 0. De plus, pour ¢ €]0, 7] :

, cos(t/2) 1
t = —-—— + —
F® 4sin?(t/2) 2
qui est équivalent au voisinage de 0 & 1/24.
La fonction f se prolonge en une fonction de classe C'* sur [0, 7]. La fonction f’ est donc bornée
sur [0, 7.

3. a) La fonction f étant de classe C'* sur [0, 7], on utilise une intégration par parties pour obtenir :

N 1 2 [ 1
/0 f(#)sin(n + §)tdt = ot 1/0 1 () cos(n + §)tdt
b) Ainsi :
T 1
ftsinn—i——tdt‘g sup |f'(¢
|| st | < 57 s 170
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¢) Et donc :

n—4oo

4 1
lim / F(t)sin(n -+ 3)tdt =0
0
4. La fonction f* est de classe C sur |0, 7/2]. Pour tout ¢ €]0,7/2] :

cost

(£)(0) = 55t = tan)

On obtient immédiatement que cette dérivée reste négative sur |0, 7/2]. La fonction f* est donc
décroissante sur cet intervalle de 1 & 2/m. De plus f* ademt un prolongement par continuité en 0

avec f*(0) =1.
b) On a :
™ 9 t /2 1.2
/ = sin? —dt = / wdu
0 t 2 0 u
L’étude des variations de f* permet d’écrire :
2 T2 t ™
Z< | Zsin®odt < -
T /O 27 =0

5. a) L’égalité

*sint 1—cosz *1 —cost
LV + o8 at
0 t X 0 t

valable pour > 0 s’obtient par une intégration par parties en prenant x — 1 — cosz comme
primitive de  — sin z.

1—cosz 2
b) La fonction  — ———— est continue sur RT, et majorée en module sur [1, +oo[ par z — —.
x x
1—cosz
Cette fonction est donc sommable sur RT. De plus liril ——— =0. Ainsi :
x——+00 x
¥ sint
lim ——dt existe
r——400 0 t

6. a) Un changement de variable évident donne :

T s 1/9 @2n+1)7/2
/ sin(n 41/ )tdt :/ sinw
0 t 0 U

: “sint e
et comme lim ——dt existe, il vient :
r——400 0 t

+oo : @2n+1)7/2 T
t t 1/2
/ sint . lim sint o, [ sinet1/2)
0 t n—4oo 0 n—4oo 0 t

b) On écrit :

T gint _ T T sin(n +1/2)t
/O st gy /Os1n(n+1/2)tf(t)dt+/ sin(n £1/2)t 4

o 2sin(t/2)
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et on utilise les questions 1.c) et 3.c) pour obtenir :
Foo i
sint
/ Mg =I
0 t 2

est continue sur R. De plus, pour tout X >0 :

X - mX .
t
/ sin mx do — / sin it
0 €T 0 t

sinmx

7. a) b) La fonction x —

e sim >0,
mX . +o0o -

sint sint s

lim —dt = / —dt = -

X—+o0 J§ t 0 t 2
. . . e . % sinma ™
e sim < 0, la fonction x — sinmazx étant impaire, on obtient de = ——

0 X

o sim =0, il vient A4(0) = 0.

Partie II.

cos ax — cos bx
1. a) et b) La fonction £ —» —————

5 est continue sur R™. Au voisinage de 0, on a :

T

cos ax — cosbx b2 — a?

~

2 2

b —a?
En posant k(0) =c = 5 la fonction k est continue sur R*.

2

2. a) La fonction k est continue sur R* et pour z > 1, |k(x)| < —. Ceci entraine la convergence
x

de lintégrale I(a,b).

b) On a vu (I. 7) que, pour m # 0 :

+oo 3 1 +oo 1—
/ sinmz , _/ cos(mz) e
0 m.Jo

T 2

donc

+00 o3 +00 o3 +00 _
—a/ sin(ax) dx—l—b/ sin(bx) i :/ cos(az) — cos(bx)
0 x 0 0

T 2

Donc :
s
I(a,b) = (|| ~lal),a # 0,6 # 0

s s
I(a70) = _|a|§a I(0, b) = |b|§

3. a) b) En éliminant les cas triviaux olt I'un des deux réels o ou 3 est nul, il vient :

1 (COS (o — B)a (a+ ﬁ)x)

sin(ax) sin(fBz) = 3 5 — cos 5
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1 —
ce qui donne J(a, B) = 5[ (a 25,a—;5>_

4. a) Les cas = 0 et = 1 sont triviaux. Limitons-nous & = €]0, 1[. La fonction g, est de classe
C*> sur RT™.

Au voisinage de 0, on a :

2 23—z 5 wx(@®-1)y
Ty2 6 4 3

9z (y) ~

Ceci justifie la continuité de g, sur RT.
b) La fonction y — g.(y) sin(ty) est continue sur R est majorée sur [1, +o0[ par y — %2' Elle est
donc sommable sur RT.
¢) fo est impaire, puisque la fonction sinus 1’est.
d) 1l vient :
too 2

fa(t) = /0 p (sin(zy) sin(ty) — x sin(y) sin(ty)) dy

(J(z,t) —xJ(1,1))

r—t z+1 1—t 1+t
1 —al
)

A=

En utilisant les valeurs de I(a,b) trouvées en II. 2 b), il vient :

t(lgz) si0<t<zx
fa(t) = ZIQ_t siz<t<1
0 sit>1

5. Si x €]0,1], fz est dérivable sur [0, z[U]x, 1[U]1, +oo] et :

_TZ siz<t<l1

{I_TZ sio<t<zx
0 sit>1

Les dérivées ne se raccordent pas, donc B = RT\{z, 1}.
Siz=0ousiz =1, f;(t) =0, donc B=RT.

sin(zy) — xsiny

cos(ty) est continue sur RT. De plus :
Y

6. a) La fonction y —

2 (si — x si 1
- (M cos(ty)> = (sin((z + t)y) — sin((z — t)y) — z[sin((1 + t)y) + sin((1 — ¢)y)])
On reprend les notations de la question 1.6.b) et on obtient :

/+OO w cos(ty)dy = — (A(x +t) + Az —t) — 2(A(1 +t) + A(1 —¢t)))

1
Y T

ce qui donne 'exitence cherchée.



b) ¢) d) On a, pour = €]0, 1] :

l—x=2fl(t) sit<uz
—x = 2f.(t) six<t<l1

L(z,t) =< 0=2f.(t) sit>1
1/2 -z sit=x#1
—x/2 sit=1

On obtient le méme type de résultat pour z =0 et z = 1.

Corrigé de I’exercice

1. a) On cherche une solution développable en série entiere de ’équation (E1). En supposant son

rayon de convergence non nul et en dérivant terme a terme, on obtient, pour p > 0 :
2p(p + Dapy1 + (p+ 1)apt1 —ap =0

b) Donc si ag # 0,a, # 0,Vp > 1 et :

p+1 1

ap  (p+1)2p+1)

qui tend vers 0 lorsque p tend vers 'infini. Le rayon de convergence de la série entiére est donc
infini.
) d) On obtient pour tout p > 1,a 2 et
¢ n o >1,a, = ——
" (2p)!

+o0o » .
fay =3 B {chW%) S0

cos(v/—2z) siz<0



2. En posant y(z) = z(x) f(z), 'équation (E1) devient :

22f(2)2" (z) + (daf'(x) + f(2))2'(x) =0

b) Sur un intervalle I ol rien ne s’annule, en séparant les variables, on obtient :

2 (x) = ¢
Vizlf2 ()

¢
VT ch?(v/2x)

e si [ CRT, on résoud 2'(x) = , soit :

2(x) = CV2th(V2z) + K

et
y(z) = OV2sh(V2z) + K ch(V2z)
: _ , ron C o
e si ] CR™, on résoud 2'(z) = NI it soit :
z(z) = CV2tan(v—2z) + K
et

y(z) = CV2sin(v/—2z) + K cos(v/—2z)

On s’apercoit que, dans les deux cas, la fonction y obtenue est définie et de classe C'*° sur RT

(resp. R7).

Le théoréeme de Cauchy linéaire nous permet de conclure que 1’ensemble des solutions de (E1)
sur RT (resp. R™) est un espace vectoriel de dimension 2 de base (shv2z,chv2z) (resp.

(sin v/ —2z, cos v/ —2z).

Et qu’en est-il des solutions sur R ?



