CCINP MP 2024 Maths 1- Un corrigé

En cas d’erreur, merci de me le signaler a sergelaurent(@sergial.org

Exercice 1

Q1 —On a pour k >1 I’égalité entre évenements : (X =k) :(X > k—l)\(X > k). Comme en
outre on a I’inclusion (X > k)< (X >k —1) on en déduit :
P(X=k)=P(X>k—-1)-P(X >k)

On en déduit pour ne N

Zn:kP(X k) Zk( X>k-1) P(X>k)):zn:kP(X>k—1)—zn:kP(X>k)
k=1 k=1 k=1
Aprées un décallage d’1nd1ce dans la premicre somme :

SUP(X =k) =S (k+1)P(x > 1) -3 kP(X > k)

k=0 k=1

n—1
=P(X>0)-nP(X >n)+Y P(X>k)
k=1

n n—1
On obtient finalement : ZkP(X = k) = ZP(X > k)—nP(X > n) .
k=1 k=0

Montrons alors que lim nP(X >n)=0.0Onapour neN :

0<nP(X>n)= Y nP(X=k)< S kP(X =k)
k=n+1 k=n+1
Or comme X est d’espérance finie, la série ZkP(X = k) converge et son reste tend vers 0 :

+00

lim ) kP(X =k)=0.J’en déduis par le lemme des gendarmes que lim nP(X >n)=0.
no+o S n—>+o0

LN

n—

Par suite en passant a la limite dans 1’égalité Zn:kP(X:k): P(X >k)-nP(X >n)

k=1 0

=~
Il

j’obtiens : E(X):iP(X>k).

k=0

Q2 — Soit pour k entre 1 et p : X, la variable aléatoire représentant le résultat du k-ieme tirage.
Ainsi les variables aléatoires X|,..., X, sont mutuellement indépendantes et suivent toutes une

loi uniforme sur {1,2,...,n} . On a alors ’égalité entre événements :

VkeN,(X <k)= ﬁ(Xl. <k)

i=1

Il en découle par indépendance et équidistribution que P(X <k)= (P(X , < k))p . Finalement :



A
P(Xsk): (;j si0<k<n

1 sik>n+1

On a ainsi la loi de Xavec relation (établie de facon analogue a Q1)
P(X=k)=P(X<k)-P(X<k-1):

k

x(@) =i vk efual P(r=0)=( 5] (52

n n

Q3 — Par somme de Riemann appliquée a la fonction continue x — x” sur [0,1] ,ona:

e p
lim 12(5] = [ xrdx= 1

e 1 i\ N p+1
Avec la formule de la premiere question, sachant que X est d’espérance finie car a valeurs dans
un ensemble fini :

E(X)= iP(X >k)= +2.0(1—13()( <k))= 3 (1—(5]]7} = ”—’i(kjp

k=0 k=0 k=0 k=0 \ 1

Or on a vu que li(k ’ = L+0(1) donc n—i(k]p S -o(n),, d’ou
1 nio\n) = p+l ’ o\n ) e p41 7

I’équivalent : |E(X) ~ P
n—>to p 4 1

Exercice 2

Q4 - (H ) est une équation différentielle linéaire scalaire homogéne d’ordre 2, résoluble en »"

sur . A ce titre son ensemble de solutions S, (1) estun espace vectoriel de dimension 2.

Q5 — Soit fune solution de (E ) sur R, développable en série entiére de rayon infini avec :

VxeR, f(x)= ianx"
n=0

+00

On a alors pour tout réel x: » n(n—1)a,x"+ 4§ na x" + 2§ ax" —ianfzx” =1. On en

n=2 n=l n=0 n=2
+00
déduit : 2a, + 6a,x+ Z((n(n—l)+4n + 2)an —aH)x" =1.
n=2
1
a, = 5 ; a,=0
Par unicité du développement en série entiere on en déduit alors :
Vn>2,a, = s

" (n+1)(n+2)
On en déduit alors clairement que tous les termes de rang impair sont nuls, et on calcule
1 1

successivement les termes de rang pair : @, =— ; g, =———.
2x3x4 2x3x4x5x6



. T 1
Une récurrence immédiate montre alors que Vn € N,a,, = ————— et finalement :

(2n + 2)!
+00 x2n
VxeR, f(x)=) ———
(*) ;‘ (2n+2)!
Réciproquement, on vérifie que si pour toutnona a,, = m et a,,,, =0, alors la relation
n+21)!
1
a, = 5 ; a,=0
est bien vérifiée, et par suite f est bien solution de (E) sur son
Vn>2,a = 12

" (n+1)(n+2)
x2n
disque ouvert de convergence. Or pour tout x réel la série numérique z

~(2n+2)!

) et la série entiere est de rayon infini. On peut conclure :

converge car

X 0(_
(2n+2)1m>= \ 0’

L’¢équation (E ) a une seule solution développable en série entiere sur R. Celle-ci est f définie

+o0 2n
par VxeR,f(x)=;m. En outre pour xeR" on a x’f(x)=ch(x)-1 et donc
ch(x)-1
£(x) =0

Q6 — Sachant f et g solutions de (E) sur /, on en déduit que f —g est solution de (H) sur /,
tout comme 4. Etudions alors la liberté de ( f- g,h) en nous donnant deux scalaires a et [3 tels
que Vx> 0,0(f —g)(x)+Bh(x)=0.Onaainsi: Vx> 0,och(x)+PBsh(x)=0.On fait tendre
x vers 0 par valeurs supérieures et on obtient . =0. Il reste Vx > O,Bsh(x) =0 et en évaluant
en x=1 on obtient =0, d’ou la libert¢ de la famille (/' —g,%) de S,(H) qui est un plan
vectoriel. Il s’agit donc d’une base de S,(H ) ce qui permet d’en déduire que la solution
Ach(x)+Bsh(x)

2

généralede (H ) surlest y(x)=
X

. De plus comme g est solution particuliére

de (E) sur/:

Ach(x)+ Bsh(x)-1

2
X

En d’autres termes : S, (E)= {A(f—g)+Bh+g,(A,B) € Rz} :

La solution générale de (E) sur/est y(x)= , (4,B)eR’

Q7 — On procéde par analyse-synthése en nous donnant tout d’abord une fonction y solution de
(H) sur R. y est alors a fortiori solution de (H) sur |-o0,0[ et sur ]0,+o0[ . On vérifie sans

difficulté que la solution de (H ) sur ]—oo,O[ est du méme type et on a ainsi I’existence de

quatre constantes 4, B, C et D telles que :




_ Ach(x)+Bsh(x)

Vx>0,y(x)— >
x

V<0, y(x) = Cch(x)JrzDsh(x)
x

Or y est continue (car dérivable) en 0. Orsi 4 # 0, lim ‘ y(x)‘ = +oo0 : contradiction. Donc 4 =0
x—=0"

et de méme C =0. On a alors les équivalents : y(x) ~ B o y(x) ~72 ce qui oblige pour
x

x—>0" x x—0

les mémes raisons B=D =01l reste VxeR", y(x)=0 et par continuité y(0)=0.

Réciproquement, la fonction nulle est bien solution de (H ) sur R. Ainsi :

La seule solution de (H ) sur R est la fonction nulle|.

Probléeme question préliminaire

L . 1, . 1
Q8 — La série a termes positifs 2—2 ¢tant convergente, la famille (—zj est donc
n N n neN
sommable.

Par sommation par paquets a partir de 1’union disjointe N* = {Zn,n eN *} U {2n +1l,ne N} on

+00 1 +00 1 +00 1 +00 1 1 —+00 1
a alors : —= + = +—>» —. Donc en admettant
o ;(2%1)2 Z;‘ (2n)’ Z: (2n+1)" 4 Zo n’
s 1 e 3& 1 nf =1
—_— = —>» —=— et final ty —=—"|
;(Zn-i-l)z 2 ona 32078 et finalemen nz:ll el
Probléeme partie 1

Q9 — La fonction proposée est clairement dérivable, de dérivée x > (n+1)cos(x)sin”(x).

/2

De la pour neN: W, _, :[—cos(x)sin””(x)}0

n

+(n+ l)jon/2 cos’(x)sin” (x)dx. Ainsi

n+l1

n+2
On montre alors par récurrence sur # la formule de 1’énoncé :

/4

nl

W, =(n+1)(W,~W,

n+2 n+2

) et finalement : |Vn e N,W,

n+2 =

. 2n | 2
e Pour n=0,0ona W, = jo /zsin(x)dx =1 et (22’1(—_:))' =1 : la propriété est vraie.

e On suppose la propriété vraie au rang n. Avec la formule de récurrence ci-dessus, on
obtient: 7, =212, 2 (nl)’ 2 (n +1)!n!( ve2)= 2272 ((n+1))) |
2n+3 (2n+1)! (2n+3)! (2n+3)!
montre que la propriété est vraie au rang n+1.
2 ()’
" (2n+1)

ce qui

On a bien montré : |Vn e N, ¥,




Q10— D’apres le cours avec o = —%, on connait le développement valide pour ‘—xz‘ <1, c’est-
a-dire pour |x| <1l:
1 - a(a—l)---(oc—n-i—l)( z)n & 1><3><5><---><(2n—1) .
—X

=Z 2"n! *

\/1 — xz n=0 n! n=0

| |
Or 1x3xSx-wx(2n=1) =2 4(2”)'(2 = (22””)" . Ainsi :
XgGX---X n n.

B 1 & (2n)! .
Vxe] 1,1[,\/1_x2 _,,Z_;‘zz"(n!)zx

En primitivant et sachant arcsin(0)=0 ona:

Vxe]—l,l[,arcsin(x):i (2n)!

= 2% (Zn + 1)(11!)2

2n+1
X

Q11 — On sait que pour x € [ ona arcsin(sin(x)) x et en outre pour x € }g g{ on

E
"2 ]

essus on obtient donc :

Q_. NIFI

a ‘sin( )‘ <1. Avec I’égalité ci-

il S . 2n+l
\v/ —_ —
xe} 272 Z22" 2n+l)( )sm )
B E ) _ (2]’1)' . 2+l
Q12 — On pose pour xe{o,z{ : fn(x)_22”(2n+l)(n!)2 sin®" (x).

. . T .
e Les f sont toutes continues par morceaux et intégrables sur {0,5{ car continues sur le
T
segment [0,5]

: : . : : T
e On vient de voir que la série de fonctions z f, converge simplement sur {0,5{ vers la

n

fonction x +— x .

2n 2
. AVeC Q9 : J-TI:/Z fn _ (2]’[)' . I/Vn _ (27’1)' . « 2 (n') _ -, ot la
0 2°"(2n+1)(n!) 2 (2n+1)(nt)" (2n+1)! (2n+1)
série Zjn/
/2 o 1 T’
Il résulte de tous ces points que c ——=—_Avec la
8 ! P b IO ;(2n+1)2 g

+00 1 2

. rqe . . , . TC
question préliminaire, on en déduit : E Tt
n=0 N

Probléme partie 11



Q14 — Pour |x| <lona ‘xz‘ <1 ce qui permet d’écrire : |Vx e] 1, 1 :—sz” )

=43

1
Comme J % converge, on en déduit I'intégrabilité des f, sur ]0,1] et donc sur ]0,1[.
oVX

Ceci nous améne & poser pour n€N et xe]0,1] : f, (x)=—x" ln(x) .

e Les f, sont définies et continues sur ]0,1]

(%)

. . . In(x
e La série de fonctions ) f converge simplement sur ]0,1[ vers x #

n x -1
2n+1 !
) ) ) 1 X ln(x) 1 ¢,
e Par intégration par parties : = =|- + x”"dx. Comme
8 par b % Iofn { 2n+1 l 2n+1-[0
2n+1>0 on a limx*"In(x)=0, ce qui valide I'intégration par parties et nous donne
x—0"
1 1 1
f,|=———; ainsi la série numérique f,| converge.
! (2n+1)’ ;U |

1 1 +00
On déduit de tous ces points : J de = !

0’52_1 =0 (2n+1)2 '

[0,+oo[2 >R
QI5 — Soit ¢: arctan (xt)

(v1)F> 1+ £

e Pour tout 7> 0, la fonction @( -,7) est continue sur [0,+oo] .

e Pour tout x >0, la fonction @(x,-) est continue sur [0,+o0] .

® On a la domination, pour x,>0 : ‘(p(x,t)‘ < 2) , majoration indépendante de x. En

T
2(1+z

. T . .
outre la fonction tl—>(1—2) est continue et positive sur [0,+oo[ et de plus
+t

Lz = 0(%) , ce qui en établit I’intégrabilité sur [0,+oo[ .
21472 ) e\t

Il résulte de ces trois points : [la fonction f est définie et continue sur [O, +oo[ .

Q16 —On adeplus:
® Pour tout 7> 0, la fonction ¢( -,7) estde classe C' sur ]0,1] avecpour 7>0 et 0<x <1 :
op B t

a A )

® Pour tout x € 0,1], la fonction Z—(P(x,- ) est continue sur [0,+o0[ .
x



e Soit a<]0,1], xe[a.1] et £>0. On a la domination Z—;p(x,t) < (1+t2)(tl+a212) : la
fonction £+ ) (t1 ) indépendante de x, continue sur [0,+e0[ et vérifie
— )(tl s :Mo(%j , ce qui en assure Iintégrabilité sur [0,-+o0[ .
Il résulte de ces points et de la question Q15 que :
La fonction fest de classe C' sur ]0,1] et Vxe]0,1], /'(x) = J:C @ zz)tfl: -
Q17 - On a: t_ Xt (l—xz)t , donc pour x€]0,1[ on a avec la question

1+£ 1+x2t2_(1+t2)(1+x2t2)

T A [ (12 ]
précédente : f'(x)=—— J [ - jdt =—— {—1 [ﬁﬂ et finalement :
I=x" ), \1+£7 1+tx I-x"|2 \1+tx o

Vx e ]O,l[,f'(x) = ln(x)

2
Q18 — On a par calcul direct : f(1) = %[arctan2 (t)]:o =T

1
Par ailleurs, fétant C' sur ]0,1] on a pour tout x € ]0,1] : J. f'= f(l)—f(x) . J’en déduis par

2

continuité de f'en 0 (cf Q15) que I’intégrale J.lf' converge et .[Olf'zf(l)—f(O) :%. Or
+0 +00 1 TEZ
avec Q17 et Ql4: | f'= J_ ou =—. La question
j 0 X Z (2n+1)° ;(2%1)2 8
00 2
préliminaire nous redonne alors ZLZ = % .
n=0 1
FIN



